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RESUMEN

En este trabajo estudiamos la evolucién de una poblacién de plantas her-
mafroditas, con cruzamiento mixto, a través de un modelo de esterilidad
masculina nucleocitoplasmica.

Consideramos dos tipos citoplasmicos y un locus nuclear con dos alelos.
Aqui, la interaccién entre un gen citopldsmico y un gen nuclear recesivo de
esterilidad, da origen a un genotipo femenino, mientras que los genotipos
restantes corresponden a plantas hermafroditas.

Incluimos dos tipos de parametros: Una ventajosa aptitud femenina ¢
de los femeninos respecto a los hermafroditas y un costo de restauracion
silencioso y dominante, esto es, una aptitud disminuida en plantas que llevan
un gen restaurador dominante en relacién a los hermafroditas. El parametro
relativo al costo de restauracién, se supone presente en la fertilidad masculina
y solamente en el cruzamiento externo.

Encontramos que cada poblacién converge a una poblacién estable. Tam-
bién determinamos la naturaleza de las poblaciones estables atractoras, las
cuales pueden ser un polimorfismo nucleocitopldsmico, un polimorfismo nu-
clear u otras poblaciones con algunos genotipos ausentes. Esto depende de
la posicién de t con respecto a valores criticos expresados en términos de los
otros parametros y algunas veces también de la poblacion inicial.



ABSTRACT

We study the evolution of a gynodioecious species under mixed-mating-
through a nucleocytoplasmic male sterility model. We consider two cyto-
plasmic types and a nuclear locus with two alleles. Here, the interaction
between one cytoplasmic type and a recessive nuclear male-sterility factor
gives rise to only one female genotype, while the remaining types correspond
to hermaphroditic plants. We include two fitness paramaters: The advan-
tageous female fitness ¢ of females relative to that of hermaphrodites; and
a silent and dominant cost of restoration, that is, a diminished fitness for
plants carrying a dominant restorer gene relative to that of hermaphrodites.
The parameter related to the cost of restoration, is assumed to be present on
outcrossing male fertility only.

We find that every population converges to a stable population. We
also determine the nature of the attracting stable population, which could
be a nucleocytoplasmic polymorphism, a nuclear polymorphism or another
population with some genotypes absent. This depends on the position of ¢
with respect to critical values expressed in terms of the other parameters and
sometimes also on the initial population.
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Introduccion

Un algebra genética es un espacio vectorial G de dimensién finita sobre
los nimeros reales R con una multiplicacién que es un mapeo bilineal m :
G x G — G que satisface (1) y (2) de abajo.

Un genotipo es una combinacién de genes, si existen n+ 1 genotipos A;,
construimos tal algebra G con dim G = n+ 1 como espacio vectorial. De esta
forma, un elemento x = (xg,...,x,) = xgdo + ... + v, A, € G representa una
poblacién, donde los x; representan la frecuencia del genotipo A;.

El producto * en G esta dado por:

Ai * Aj = m(A,,AJ) = ZcijkA/m (1)
k=0

para cada 7,7 = 0,1,...,n, donde A; * A; representa el cruzamiento externo
aleatorio del genotipo A; con el genotipo A;.
Asi, es natural incluir las restricciones

n
Cijk 2> U;ZCz‘jk =1, Vi,j5k (2)
k=0
en la definicién de algebra genética.

El principal problema en este drea es el estudio de la evolucién de una
poblacién bajo la estructura genética descrita por las constantes c;ji.

Esto nos lleva a considerar el producto xx, que representa la préxima
generacién para una poblacién inicial x.

Sin embargo, hay estructuras reproductivas mas complejas que no pueden
ser modeladas de esta forma; casos importantes son aquellos que incluyen
alguna forma de seleccién.

Encontramos que es més conveniente trabajar sobre el espacio proyec-
tivo P = P(G) asociado al espacio vectorial G y definir un mapeo evolu-
cién como sigue:
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Para cada j = 0,...,n + 1, tenemos la matriz M, = (mgé)) = (ciji). Sea

Q=Y w;M,
=0

la matriz de cruzamiento externo y sea ¢ : P" — P™ dada por ¢(x) = zQ).
Note que la matriz () es una matriz de formas lineales.

En esta situacién, tenemos que las coordenadas y; de ¢(x) = (yo, ..., Yn)
son polinomios cuadraticos homogéneos en las x; y que

o(x) =x*x.

En el espacio proyectivo, el punto 0 = (0,...,0) no existe. De aqui, la
funcién ¢ es una funcién racional que no esté definida en los puntos donde
se anulan todas las y; simultaneamente. Esos puntos se llaman puntos fun-
damentales de ¢ y forman un conjunto algebraico dado por K = ideal
(Y05 -+ Yn)-

Las trayectorias de ¢ son las sucesiones {¢"(z)}n>0. Nos interesa el
sistema dinamico creado por la iteracién de .

El conjunto de puntos fijos de ¢ unién con el conjunto de puntos funda-
mentales de ¢ es el conjunto algebraico dado por el ideal I generado por los
menores 2 X 2 de la matriz con renglones x y ().

Ahora vamos a relacionar lo anterior con un problema central en la
matematica actual:

Dados un campo k& y un espacio vectorial V' de dimensién n, se tiene
un problema fundamental, que es el estudio de la accién natural del grupo
de las matrices invertibles n X n con entradas en k, GL(V), en el espacio
VoV V. El estudio de este problema podria llamarse “algebra trilineal”.
Maés especificamente, consideramos que G = PG L, es el grupo que actia
en el espacio proyectivo de las matrices (n+1) x (n+1) de formas lineales en
n -+ 1 variables sobre los niimeros complejos a través de conjugacion matricial
adicionada de un cambio lineal de variables, [ver [9] p.98].

M4és especificamente, sean R = k[xg,x1,...,2,] un anillo de polinomios,
LF, .1 el espacio vectorial de las matrices (n+1) x (n+ 1) de formas lineales
con elementos en Ry G = PGL,1(k) = GL,.1(k)/k*

G actia en P(LF, 1) asi: dados ¢ € G representado por la matriz in-
vertible By A € LF, 1, entonces [A]Y estd representada por el resultado de
reemplazar en BAB™!, cada x; por el i-ésimo renglén de (zg, 71, ..., 1,) B.
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Tenemos otra accién de G sobre &, donde ® es el espacio vectorial de las
funciones racionales cuadréticas ¢ : P* — P™.
G actia en P(®) por conjugacion:

p?(x) = Bp(B™'(x)).

Dos funciones racionales cuadraticas se dicen proyectivamente equi-
valentes cuando estan en la misma o6rbita de (G. Es un problema abierto
clasificar estas érbitas. (ver [9]).

Dada A € LF,,1, definimos ¢ : P" — P™ asi:

o(x) = zA.

En [18] tenemos un resultado que nos dice que las dos acciones de G son
equivalentes:

Teorema 0.0.1 St A € LF,11, g € Gy :P" — P" estd asociada a la
matriz A, entonces
xAY = pI(x) en P

Este resultado dice que encontrar invariantes y formas candnicas para
una matriz A € LF,, 1, médulo sicigias de x, es equivalente a encontrar in-
variantes para mapeos racionales cuadraticos de un espacio proyectivo en si
mismo. Nos interesa el sistema dinamico creado por la iteracion de tal tipo
de mapeos.

Encontrar formas canénicas para una matriz nos permite conocer toda
la dindmica y geometria de nuestro sistema dindamico, y de esta manera,
poder responder a preguntas tales como si tenemos convergencia a pobla-
ciones estables, la naturaleza de las poblaciones en equilibrio, los genotipos
que sobreviven y cudles desaparecen, las frecuencias de los genotipos en el
equilibrio, etc.

En los capitulos 1 y 2, estamos proponiendo ciertas matrices, siguiendo
las ideas originales en [19], que estamos llamando “formas canénicas”, cuya
inspiracién proviene de situaciones en genética poblacional.

En [19] se propusieron ciertas formas candnicas, cuyos mapeos cuadréiticos
asociados tienen como conjunto de puntos fijos a curvas racionales normales.

Aqui, los mapeos cuadraticos tienen como conjunto de puntos fijos per-
gaminos racionales normales.
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En todo este trabajo vamos a considerar una poblacién infinita de plan-
tas hermafroditas, autocompatibles, diploide, sin traslape generacional, con
cruzamiento aleatorio. Estudiamos dos tipos de herencia: la Mendeliana y la
uniparental.

En el capitulo 1, estudiamos un sistema de cruzamiento mixto (el cual es
una forma de reproduccién de los seres vivos en el que un mismo individuo
se puede autocruzar y cruzarse de forma aleatoria con otros individuos de
la misma poblacién), para un gen con dos alelos, siguiendo las leyes de la
herencia de Mendel; aqui, no hay mutacién ni seleccién, es decir, todos los
individuos contribuyen con igual nimero de genes a la siguiente generacion.
Encontramos formas canénicas que nos permiten conocer toda la dindmica y
geometria del sistema; aunque éste es un caso bastante conocido, lo incluimos
aqui, para mostrar el método que estamos proponiendo. Encontramos que
hay una cénica de puntos fijos y que tenemos convergencia para cualquier
poblacién incial.

En el capitulo 2, estudiamos también un sistema de cruzamiento mixto,
pero ahora en un sistema nucleocitoplasmico. En este caso, la herencia es
uniparental, es decir, los alelos citoplasmicos solo se heredan de la parte
femenina de la planta. Analizamos la interaccién de un gen nuclear, con
dos alelos, con un gen citoplasmico, también con dos alelos; en este caso, la
herencia ya no es Mendeliana. Todos los genotipos tienen la misma aptitud,
es decir, sin incluir parametros de seleccién. En este caso es mas clara la
utilidad de nuestro método, pues con las formas canénicas podemos conocer
toda la dinamica y geometria, cuestién que no se puede dilucidar directa-
mente de la informacion biolégica disponible. En este caso encontramos un
pergamino como conjunto de puntos fijos y que también hay convergencia a
este conjunto para cualquier poblacién inical.

El ultimo capitulo, el 3, trata de la interacciéon nucleocitoplasmica, ahora
con parametros de aptitud distintos entre los genotipos; consideramos que
una mutacién ha ocurrido entre la poblacién y que uno de los genotipos se
vuelve estéril masculino, esta situacién es conocida como ginodioecia. Mas
especificamente, la ginodioecia es un sistema de cruzamiento en plantas que
congiste de la presencia, en una poblacién, de plantas tanto hermafroditas
como femeninas. Tal situacién se produce cuando ocurre una mutaciéon para
la esterilidad masculina y se propaga en una poblacién hermafrodita.

En este caso la dindamica es mas complicada; no tenemos las formas
canodnicas y no conocemos toda la dindmica y geometria; aunque si logramos
conocer la geometria y la dindmica de interés biolégico. Encontramos que
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para ciertos valores de los parametros y ciertas poblaciones iniciales hay con-
vergencia a una poblacién con polimorfismo, es decir, una poblacién donde
estan presentes todos los genotipos. Investigar las causas que permiten man-
tener el polimorfismo nucleocitoplasmico ha sido un area activa de investi-
gacién, en parte porque la ginodioecia puede evolucionar a poblaciones mas
comunes que consisten exclusivamente de individuos masculinos y femeni-
nos.
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Capitulo 1

Herencia mendeliana y
autocruzamiento

1.1 Las leyes de Mendel

Un gen se puede definir como una unidad de informacién hereditaria. El
c6digo genético de un individuo se lleva en los cromosomas. Cada gen
en un cromosoma puede adoptar diferentes formas, estas formas se llaman
alelos. Por ejemplo, el gen que determina el tipo de sangre en humanos
tiene tres diferentes alelos, A,B,0O. Ya que los humanos somos organismos
diploides (llevamos un conjunto doble de cromosomas, uno por cada padre),
los tipos de sangre se determinan por dos alelos. Las células haploides lle-
van un solo conjunto de cromosomas. Cuando los organismos diploides se
reproducen, un proceso llamado meiosis produce gametos (células sexua-
les), los cuales son haploides. Cuando esas células se fusionan (por ejemplo
un espermatozoide fecunda a un évulo) el resultado es el cigoto, el cual es
de nuevo diploide. Cuando los gametos se fusionan para formar el cigoto,
ocurre una “multiplicacién” natural, la cual explicamos a continuacién.

Trataremos el caso de un gen con dos alelos:{ 4, a} por lo que las posibi-
lidades para sus genotipos cigéticos son {AA, Aa,aa}.

Usando la ley de segregacion de Mendel tenemos la siguiente “multipli-
cacién” gamética:

| A | a
I A4 A+
a|3(A+a) a
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Multiplicacién gamética

Para estudiar la estructura de una poblacién respecto a los genotipos de
sus individuos, definimos un algebra cigética Z. Para nuestro caso, esto es

asl:
e Z es un espacio vectorial sobre R de dimensién tres, con base

{AA, Aa,aa}.

e Z tiene una multiplicacion Z x Z — Z conmutativa, no asociativa,
dada por la multiplicaién gamética. Esta es una funcién bilineal dada
por las Leyes de Mendel:

AA Aa aa

AA|  AA LAA+ L Aa Aa

Aa %AA + %Aa iAA + %Aa + %aa %Aa + %aa

aa Aa tAa+ jaa aa
Cruzamiento externo

La informacién dada en esta tabla de multiplicar produce las matrices

100
A= 110,
0 1
1 1
A
A=1135 31 ]
0 3 3
01 0
Ag=(0 35 35 |,
00 1

asociadas a las tres transformaciones lineales dadas por multiplicacién
con cada genotipo.
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1.2 Un mapeo candnico para la cdénica lisa

En esta seccién estudiamos primero de manera general la dinamica de un
mapeo racional cuadratico para en la siguiente seccién relacionarlo con el
problema biolégico en cuestion.

Consideremos la matriz canénica

apgxTo 0 0
T = (CLQ — ao)x1 a1Xo 0 (]_1)
0 (CLQ — al)xl a2

donde las a; son ntimeros reales y ¢ : P2 — P? el mapeo cuadratico asociado:
o(x) =T.
©(x) = (apwors + (ag — ao)x?, ax1%2, A2x3).

© tiene un dnico punto fundamental: £ = (1,0,0). El conjunto de puntos
fijos de ¢ es la cénica lisa A con ecuacién ¢(x) = xoxs —23. La linea tangente
LaAenFEes: L=27(xs).

Los vectores propios  Ey = ker(T — agrs), FEi = ker(T — ayxs)
Ey = ker(T — asxs) son como sigue:

EO = (17 07 0)7
El = ((a2 - aO)xly (al - a0)$27 0)7
Ey = (3537331332;353)-
Se tienen las siguientes identidades:
xox = q(x)Eo + Fa(x), (1.2)

() = agwar + (ap — a2)q(x)FEy.

Ademas,

a(p(x)) = aoarwiq(x), Ea(p()) = asas Ba(x).

Para hablar de convergencia necesitamos pasar a un abierto afin: necesita-
mos escribir ¢ de manera que transforme a un vector con coordenada xy =1
en otro con la Ultima coordenada también igual a 1. Esto se obtiene dividi-
endo T entre ao; sustituyendo esta expresién en (1.2) y usando estas iltimas
relaciones obtenemos:

o(x) = Z—quEo + By(w),
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¢(x) = (7 Vada(w) By + 3 Bal).
En general:
¢ (@) = ()" alw)y T+ af " ().
Lo que demuestra que, para |ag| < |az|, en el abierto afin x5 # 0, se tiene

convergencia al vector caracteristico Fsy(z):

lim ¢™(z) = Fs(x) € A.

m—00

1.3 Cruzamiento mixto

Vamos a considerar un sistema de cruzamiento mixto para un gen con dos
alelos: A, a.

La frecuencia del genotipo AA es xg, la frecuencia del genotipo Aa es x1 y
la frecuencia del genotipo aa es x». De manera que el punto (zg, 1, xs) € P?
representa una poblacion.

Con las matrices Ag, A1, Ay de la primera seccién podemos ahora formar
la matriz de cruzamiento externo :

U=umx0Ao+x1A1 + 2245 =

1 1
Xo + 51’1 51’1 + X9 0
1 1 1 1 1
51’0 + Zl’l 5(1’0 + 1+ 1’2) Zl’l + 51’2
1 1
0 Ty + 51’1 51’1 + X9

Deseamos introducir los pardmetros:

descendientes que provienen por autocruzamiento

total de descendientes

(indice de autocruzamiento) y

aptitud de los descendientes por autocruzamiento

9= aptitud de los descendientes por cruzamiento externo’

(aptitud de autofecundados).
Necesitaremos la siguiente matriz

W

I
Ol =
oI O
== O
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llamada la matriz de autocruzamiento, la cual se obtiene de aplicar las
leyes de Mendel a un mismo individuo hermafrodita que se autocruza, cuyos
renglones se obtienen de los renglones de Ay, A;, A, uno por cada uno de
ellos, en ese orden.

Usamos el factor de homogeneizaciéon h = x¢+x1+x, para obtener nuestra
matriz de cruzamiento mixto, que es una matriz de formas lineales:

T = (sgh)S+ (1 —s)U.

La evolucién de este sistema reproductivo, entendida como el cambio
transgeneracional en las frecuencias alélicas, esta dada por la funcién racional
cuadratica ¢ : P? — P? definido por ¢(z) = T = (yo, 1, ¥2)-

Un conjunto conveniente de coordenadas homogeneas para la definicién
de ¢ es la siguiente:

1
Yo = Z[sg(élxg + 5xoxy + 4wy + 27 + 2172) + (1 — 8)(21 + 220)7],
1
y = Slsgrah + (1= 5)(2uots + daors + i + 2012)],

1
Y = Z[sg(xoxl + Aoy + 17 + Sxrws + 423 + (1 — s) (21 + 222)%]. (1.3)

En esta situacion, existe un tnico punto fundamental, B = (1, —2, 1) para ¢;
el conjunto de puntos fijos es el complemento de B en la cénica

A= Z(sg(x] + xor + 11209) + (1 — 8) (27 — daox2)).

Como la matriz M =

4(sg — 2s + 2)? —8(sg — 25 +2)%  4(sg —2s+2)?
8(sg — 2s +2)? —8(sg — 25 + 2)? 0 ,
(sg—4s+4)(3sg —4s+4) —2sg(sg — 4s +4) —s2g?

asociada al mapeo £ € P?, satisface:
£((1,0,0)) = B,

L(Z(x2)) = C,
L(Z(23 — xp22)) = A,
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puede ser usada para enviar T’ a su forma candnica: como primer paso
obtenemos la matriz 7™ =T con

892 0 0
T =1 (sg—2s+2)x1 — 3sgxs (289 — s+ 1)xo 0 ,
5911 (1 —8)x; (259 — 28 + 2)xo

esta produce el mismo mapeo racional que la siguiente matriz en forma
candnica

892 0 0
Q=1 (sg—2s8+2)x; 0 0
0 2(sg—s+ 1)z 2(sg — s+ 1)xg

El sistema dindmico obtenido por la iteracién de ¢ esta determinado por la
matriz candénica y esta descrito por el siguiente diagrama:

B C

La cénica A y su tangente C' en B

Note que la matriz @ es de la forma (1.1) con ay = sg,a; = 0, ay =
2(sg — s+ 1). Por lo tanto, si ¢(x) = x@Q), se tienen las siguientes relaciones:

9(¥(z)) = (sg)(sg — s + D)ayq (=),

P(x) =2(sg — s+ V)woxr + (—sg + 2s — 2)q(x) Ey,

donde Ey = (1,0,0) es el vector propio asociado a sg.
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xox = q(x) By + FEo(x),

donde
E2($) = ($§7 X1X2, lg)

es el vector propio asociado a 2(sg — s+ 1).

Estas identidades demuestran las siguientes afirmaciones:

1. Todo punto de Z(x3) \ Ey va a Ey.

2. Todo punto z € (P*> . Z(x2)) va a un punto que estd sobre la recta
Eo.fC.

3. En el abierto afin x5 # 0, se tiene

lim q(u™(z)) = 0.

m—00

4. En el abierto afin o # 0, el punto fijo al que converge {¢"(x)} es
FEs(x): ya que

0w = () @) " b a3 )

de esto se sigue lo afirmado.

Consecuencias biolégicas

Hay que hacer notar que los siguientes resultados eran ya conocidos, lo
que hacemos es mostrar la eficacia de nuestros métodos y que estos pueden
servir en situaciones mas complejas.

Las frecuencias de equilibrio se obtienen transformando al vector carac-
teristico Ey en otro vector caracteristico para 1; esto se obtiene multiplicando
F, por M y enseguida haciendo un cambio lineal de variables dado por M *:

y=((sgh+ (1 —35)(2x0 + 1)) (2x0 + 71),2(1 — 8)(2x0 + 1) (1 + 222),

(sgh + (1 = s)(x1 + 222)) (21 + 222)) =
= ((sgh + (1 = 8)fa)fa,2(1 = s) fafa, (sgh + (1 = 8) fa) fa),
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donde f4 = 2z + x1 es la frecuencia del alelo A y f, = x1 + 225 es la
frecuencia del alelo a.

Observaciénes: si s = 1 las frecuencias de equilibrio son: (ghfa,0, ghf,).
Es decir, desaparece el genotipo heterocigético Aa.

Si s = 0, las frecuencias de equilibrio son: (f%,2fafa, f2). Es decir,
tenemos equilibrio Hardy-Weinberg.

En general, si s — 1 se favorece a la homocigocidad. Y si s — 0 se
favorece a la heterocigocidad.

Estos resultados son los encontrados en [14].



Capitulo 2

Sistemas nucleocitoplasmicos

2.1 Un mapeo candnico para pergaminos

Nuevamente, vamos a estudiar la dindmica y geometria en general de una fun-

cién racional cuadratica, obtenida a partir de una matriz en forma canénica

para en la siguiente seccién relacionarlo con el problema biolégico en cuestién.
Consideremos la matriz

agxs 0 0 0 0 0
(a5 — ag)zq + bzs a1xs 0 0 0 0
T _ —bzy (a5 —a1)zy 0 0 0 0 (2 1)
= 0 0 0 aszs 0 0 .
0 0 0 (a5 — ag)zy 0 0
0 0 asx2 0 asTy asTs

v ¢ : P° — P5 el mapeo cuadratico asociado: p(x) = xT.
o(x) = (—apr124+as0104—brows+aprors +bri1xs, —a1Taws+a5T2T4+a1 2125,

2 2 2
A5X2X5, — 3Ty + asxy + A3X3%5, A5L4X5, a5x5).
El conjunto de puntos fundamentales K de ¢ esta dado por:

K= Z(ZL’4,ZC5).

El conjunto de puntos fijos de ¢ tiene cerradura igual al pergamino racional
normal C'; cuyo ideal J estd generado por los menores 2 x 2 de

Xo X1 T3 T4
Xy X2 Ty4 Ip '

19
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CNK =C7UC,, donde

Ch = Z(x1, 22,24, %5)

2
02 = Z(l’ol’g — 1’1,1’3,1’4,1’5).

Aqui, C, N Cy = (1,0,0,0,0,0).
Los vectores propios I = ker T, iy = ker(T' — agxs), &1 = ker(T — ayx5),
Es =ker(T — asxs), Fs = ker(1' — asxs) son como sigue:

(=}

(ag —as)= azws
bB= < (apa1 — apas — alag +ag)zi + asbrszy ap(ay 7Oa5)1415 aOaOIZS ? 0 o %O ’ 0 ) ’
Fo = (17 0,0,0,0, 0)7
El(‘x) = ((a5 - a0)$4 + bZL’S; (al - a0)$5, 07 0707 0)7
E3 = (07 0,0,1,0, 0)7
Es(x) = (2913, xaXas, Tols, T35, T4T2, Ts).

Note que Fs5(x) parametriza al pergamino C.
Se tienen las siguientes identidades:

p1(x)
ag — aq Qg — a1

By + pa(w) B + Es, (2.2)

z50(x) = ayxir + d(x) By + (a3 — ar)xs(xsxs — 23) Es + (a1 — as) Fs,
donde

d(x) = (a1 — as)zax; + (a5 — ag)v1242s5 — bawaxs + (ag — al)xoxg + bxlxg,

p1(x) = 2owy — 1175, P2(2) = X5(T375 — %21)
Los coeficientes de los vectores propios en esas identidades satisfacen lo
siguiente:
d(p(x)) = apazr3d(z),
pi(p()) = araswip (x),
pa(p()) = asazaips(x).

Como antes, necesitamos escribir ¢ de manera que transforme a un vector
con coordenada x5 = 1 en otro con la tltima coordenada también igual a 1.
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Esto se obtiene dividiendo la matriz 1" entre as; las relaciones anteriores son

ahora:

d(p(x)) = j—‘;xéd(x),

pi(p(x) = Z—;xépxx),
pa(p(x)) = j—jx§p2<x>.
Ademads,
Ei(p(x)) = aszsEi(z), Es(p(r)) = aixiBs(x).

Ahora, de (2.2) y usando estas ultimas relaciones obtenemos:

ao aq as
= B D = B B
r5() P - al)d(fv) 0+ P P al)Pl@) 1(x) + a5pz($) 5+ Bs(x),
22) = () Byt~ wapn (2) B ()
90 xr) = a%(ao _ al)x5 X 0 a%(ao _ al) 501 1

a2

a—§x5p2($)E3 + x5 E5(x).
5

En general, en el abierto afin x5 # 0:

a6ﬂ m

m a/ m
M) = ——2——d(x)a?" BBy + ————22" 3 () By () +
b ( ) agn(ao_al) ( ) 5 0 agn(ao_al) 5 pl( ) 1( )
as\m om_3 om_3
() o) By a3 Bil).
5

Lo que demuestra que, para |ag|, |a1|, |ag| < |as|y en el abierto afin x5 # 0,
se tiene convergencia al vector caracteristico Es(x):

lim ¢™(z) = F5(x).

m—o0

2.2 Sistemas nucleocitoplasmicos

Consideremos una poblacién infinita de plantas hermafrodita y centremos
nuestra atencion en un sélo locus citoplasmico con los alelos N y S, el cual
interactia con un sélo locus nuclear con dos alelos M y m. Hay seis genotipos
nucleocitoplasmicos: NMM, NMm, Nmm, SMM,SMm y Smm. Estamos
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suponiendo también que no hay migracién ni mutacién y el cruzamiento es
aleatorio. En esta situaciéon, los alelos citopldsmicos solo se heredan de la
parte femenina de la planta, asi, por ejemplo, si se cruzan las semillas de
SM M con el polen de N M M, se obtienen individuos con el genotipo SM M.
Los alelos nucleares siguen las leyes de Mendel. Por ejemplo, si SMm produce
semillas y N M M produce polen, entonces:

NMM x SMm = %(SMM + SMm).

Todas las posibles cruzas y sus descendientes nos los dan las matrices A; y
B; definidas en la préxima seccion.

2.2.1 Cruzamiento externo

Separemos las partes masculina y femenina de la planta como sigue: las
matrices A; nos indican las frecuencias genotipicas de la siguiente generacién
cuando se cruza el genotipo masculino correspondiente con toda la poblacién,
mientras que las matrices B; lo hacen para el genotipo femenino; la co-
rrespondencia es la siguiente :

Ao,BoﬁNMM; AlyBl <—>NM’ITL, A2,32<—>Nmm;

A3,Bg<—>SMM; A4,B4<—>SM’ITL; A5,B5<—>Smm, (23)
donde,

100000 100000
10000 ii0000

b=t o00100| P 100000}
0001210 $: 20000
000010 010000
SERERI N S ST E

_ 3 2 _ 2 2

A 000%%0’31 110000 |’
0001 L! L1000
0000 % 3 02 5000
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010000 010000
I B I
L=loo00010| B=lo10000]|
0000414 0ol 1l ooo
00000 1 001000
100000 000100
22000, O
SB=looot1o00l Z=looo1o00]l
0003 30 0003 20
0000T10 000O0T10
1 1 1 1
A 000 il
é%%ooo 0006%711
M=looort ol P=loooriq|
2 2 2 2
000 i1 000l f:
0000 3 3 0000 3 5
010000 0000T10
I B R
S=loooo1o0l Z=|loo0oo001 0
000035 3 0000 3 3
00000 1 00000 1

La matriz de cruzamiento externo
U = xo(Ag + Bo) + ... +x5(As5 + Bs)

es la matriz de formas lineales que codifica toda la informacién para la evolu-
cién de este sistema reproductivo. El mapeo racional cuadratico ¢ : P° — P°
dado por ¢(z) = U es iterado para generar el sistema dindmico reflejando
la biologfa.

El conjunto de puntos fundamentales de ¢ forma un espacio lineal B de
codimensién dos dado por Z(xy + 2w + x4 + 225, 19 — T2 + T3 — T5).
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El conjunto de puntos fijos tiene como cerradura al pergamino A con ideal
J generado por los menores 2 x 2 de

—21’0 Z1 —21’3 Xy
—X1 21’2 —Xy 21’5 ’
Esta es una superficie de grado cuatro.
Aqui, AN B = C7 UC(C,, donde C] es una linea y C5 una cénica lisa:
Cy = Z(xq4+ 225,13 — T5, 21 + 222, 19 — T2),

02 = Z(l’g + T5,21 + T4, X0 + X3, l’i — 41’31’5).
Ademas, C1NCy = (1,-2,1,—1,2,—1).
Para estudiar el sistema dinamico descrito por la iteracién de ¢ pasamos
a su forma candnica:

2.2.2 Reducciéon a la forma candnica

Podemos usar la matriz M =

1 -2 1 -1 2 -1
4 -4 0 -4 4 0
4 0 0 -4 0 O
1 =21 0 0 0
4 =4 0 0 0 O
4 0 0 0 0 O
para enviar a U a su forma canénica: UM =
0 0 0 0 0 0
21’4 Xy 0 0 0 0
0 Xy 21’5 0 0 0 N
0 0 0 0 0 0
0 0 0 21’4 Ty 0
0 0 0 0 Ty 21’5
0 0 0 0 0 0
21’4 Xy 0 0 0 0
0 =z O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ’
0 0 0 2x O 0
0 0 21’2 0 21’4 21’5
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esta es la matriz (2.1) con ag = a3 =b=10,a; = 1,a5 = 2.

Sea 7 : P> — P5 el mapeo racional cuadratico dado por (x) = 2UM,
para x = (xo, ..., 75) € P5.

El comportamiento del sistema dinamico producido por la iteracién de v
se deduce como sigue:

1. El espacio caracteristico ker UM est4 generado por los vectores I, =
(1,0,0,0,0,0) y £ = (0,0,0,1,0,0).

2. El vector caracterfstico ker(UM — x5) es

E3 = (21’4, Ty, 0, 0, 0, 0)
3. El vector caracterfstico ker(UM — 2x5) es
2 2 2 2 3
Ey = (xax], XosTs, Xols, Xyx5, Ty, T3 ).

El conjunto de puntos fijos C' de # tiene cerradura igual al pergamino
racional normal con ideal J generado por los menores 2 x 2 de

Xo X1 T3 T4
X1 X2 T4 T '
Es decir,

2 2
C = Z(x] —xoTe, ToTa— X123, Tols — T4, T1L4 — T3, T1L5 — ToLq, T3Ls— Ty)-

Asi que el vector caracteristico Fy(x) parametriza a C.
Tenemos las siguientes relaciones:

ZC%ZC = ql(l’)El + QQ(ZC)EQ + Q3($)E3 + E4,

x50 () = a3x — g1 (x) By — qo(2) By + B, (2.4)

donde
ql(l’) = ZC5(ZCOZL’5 — 1’11’4) + ZC4(ZC2ZL’4 — 1’11’5) € J,

Go() = x5(T375 — xi) € J,
q3(r) = 2105 — X2y € J;

(@) =0, q()(x) =0, () =213¢().
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Por lo expuesto en la seccién (2.1), ya que los parametros cumplen en
este caso lo pedido: |ag|, |a1|, |as| < |as|, podemos garantizar que se tenga la
siguiente convergencia, en el abierto afin x5 # 0 :

lim g™ (z) = Ey(a).

Consecuencias biolégicas: frecuencias de equilibrio:

Las frecuencias de equilibrio se obtienen transformando al vector carac-
teristico F; en otro vector caracteristico para U; esto se obtiene multiplicando
E4 por M y enseguida haciendo un cambio lineal de variables dado por M ~*:

(Yo, s Us) = ((220 + 21 + 223 + 24)* (30 + 71 + T9),

2(xo + w1 + x2) (210 + 11 + 223 + 14) (21 + 229 + 14 + 275),
(0 + 21 + T2) (21 + 220 + 24 + 275)2, (220 + 21 + 223 + 4) (T3 + 24 + T5),
2(2x0 + w1 + 2w3 + x4) (21 + 220 + T4 + 225) (03 + 4 + T5),
(21 + 229 + 24 + 275)% (23 + 24 + 75)).

Introduciendo las frecuencias alélicas, fv, fs, far, fn para los alelos N,
S, M, m respectivamente, podemos reescribir las frecuencias genotipicas de
equilibrio asf:

y = (arSns 208 fad S In S Jai S s 200 S s [ Ss)- (2.5)

2.2.3 Sistemas nucleocitoplasmicos con cruzamiento mixto

Introducimos ahora el indice de autocruzamiento, s, definido asf:

descendientes que provienen por autocruzamiento
S = . )
total de descendientes

y el parametro de aptitud ¢, conocido como aptitud de autofecundados:

fertilidad de los descendientes por autocruzamiento

9= fertilidad de los descendientes por cruzamiento externo’

Usamos el factor de homogeneizacion h = xg + x1 + 22 + 3 + x4 + x5 para
obtener la siguiente matriz

T = (sgh)S + %(1 —s)U.
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Donde U es la matriz de cruzamiento externo de la seccién anterior y

0 0 O

O O Orl= =

O O O O

O O HemrO
Onlm = O O
o O O O
el O O O

e}

0 0

es la matriz de autocruzamiento, cuyos renglones se obtienen de los ren-
glones de 1/2(Ao + Bo), ..., 1/2(As + Bs), uno por cada uno de ellos, en ése
orden. La matriz T" describe un sistema de cruzamiento mixto, en el cual
una fraccién s de la poblacién proviene de autocruzamiento, y el resto, 1 — s,
proviene de cruzamiento externo. Se ha observado que con la autofecundacion
se producen mas homocigotos que heterocigotos, y que los homocigotos tienen
menor aptitud que los heterocigotos. En el siguiente capitulo, eliminaremos
el parametro ¢, introduciendo parametros de aptitud a cada genotipo.

La evolucion de este sistema reproductivo esta dada por el mapeo racional
cuadrético ¢ : P> — P® dado por () = 2T para z = (g, ...,x5) € P°. En
esta situacion, el conjunto de puntos fundamentales K de ¢ estd dado por:

K = Z(l’1—|—21’2—|—1’4—|—2$5,l’0 — X9+ X3 —1’5).

El conjunto de puntos fijos es el complemento de K en la superficie

A= Z($2$4 — X115, XoX3 — Xox5, L1X3 — XXy,
sg(ss + 25 + x45) + (1 — ) (2] — das2s5),
sg(rory + 124 + 1175) + (1 — 8) (01204 — d075),
sg(xoxy + o7 + 2122) + (1 — 8) (27 — 4wows)). (2.6)
Aqui, AN K = C; UC, donde (] es una linea y (5 una cénica lisa:

Cl = Z(l’4 + 21’5,1’3 — 5,21 + 21’2,1’0 — 1’2),

Cy = 729 + 15,21 + 24, 20 + T3, 59(T324 + 25 + 24705) + (1 — 5) (2] — dasxs).

Ademds, C1NCy = (1,-2,1,-1,2,—1).
Ahora usamos la siguiente matriz M =

1 -2 1 -1 2 -1

sg—4s+4 4s—4 —sg —sg+4s—4 4—4s sg
(s—1)(—2sg+4s—4) 0 0 (1-s)(—2sg+4s—4) 0 0

1 -2 1 0 0 0

sg—4s+4 4s—4 —sg 0 0 0

—252g + 452 +2sg— 8s + 4 0 0 0 0 0
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para enviar a T’ a su forma canénica. Como primer paso obtenemos T™ =
T =

sgxs 0 0 0 0 0
ars + sg(s — L)axs  (2sg —s+ 1)zs 0 0 0 0
sg(1 —s)zy (1—s)za 2 x5 0 0 0
0 0 0 sgTs 0 0
0 0 0 arg — sg(l — s)zs crs 0
0 0 0 sg(1 — s)za (1—s)za 2b'z5

cona=s8g—2s+2, by =sg—s+1, ¢c=2sg— s+ 1; esta matriz produce el
mismo mapeo racional cuadratico que la siguiente matriz en forma candnica:

sgxs 0 0 0 0 0
(sg —2s+2)za +sg(s—1)zs (2sg—s+1zs 0 0 0 0
. —sg(s —1)xq (1—s)za 0 0 0 0
Q= 0 0 0 sgTs 0 0 ’
0 0 0 (sg—2s+2)za O 0
0 0 dxo 0 dry dxs

con d = 2sg — 2s + 2.

Esta matriz es la matriz (2.1) con b = sg(s — 1),a0 = a3 = sg,a; =
2sg—s+1,a5 =2(sg —s+1).

Sea 1) : P> — P° dada por 9(x) = 2Q.

Por lo tanto se tiene:

1. El espacio de vectores propios ker(Q) — sgxs) estd generado por Fy =
(1,0,0,0,0,0) y E{ = (0,0,0,1,0,0).

2. El vector propio ker(Q — (2sg — s + 1)xs) es Ey(x) = (sg(s — 1)xs +
(sg —2s+2)xy,(sg — s+ 1)x5,0,0,0,0).

3. El vector propio ker () es

FEy(x) = (0,0,0, (—sg + 28 — 2)x4, sgx5,0).
4. El vector propio ker(Q — (2sg — 2s + 2)x5) es

Es(x) = (2027, Xoxas, 1oz, 0305, T4T2, To).
Se tienen las siguientes relaciones:

d(x)
(=sg+s—1)

p1(x)

By (x) + Bs(x),

w5tp(x) = (259 — s + Ve + d(x) Eo + (—=sg + s — D)pa(x) By + (1 — 5)Es,
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donde d(z) = (s — 1)agx? + (sg — 25 + 2)x11475 — (59(5 — 1)) 200475 +
(—sg+s—1D)xoxi+sg(s— 1) w122, p1(x) = 2wy — 2175, po(x) = x5(2375 — 23).
Los coeficientes en las relaciones anteriores satisfacen las siguientes iden-
tidades:
A(i(x)) = sg(25g — 25 + 2)Padd(a),
pi((x)) = (289 — 25 +2)(2s9 — s + L)aZp ()
pa(tp(x)) = sg(2s9 — 25 + 2)"w3ps(x)
v Ei(¢(x) = (259 — 25 + 2) By (2), Es(¢(x)) = (289 — 25 + 2)3E5(x).
Ademds, como 0 < s,9 < 1, tenemos en esta situacién: |ag| = |ag| =
sg:|ar] = 2sg—s+1, |as| = 2(sg —s+1) y se cumple que |ao|, |a], |as| < |as]

podemos por lo tanto garantizar la siguiente convergencia en el abierto afin
Ty 7é 0:

lim ™ (x) = Es(x).

m—ro0
Consecuencias biolégicas: frecuencias de equilibrio:

Como antes, las frecuencias de equilibrio se obtienen encontrando un vec-
tor carateristico para 1": multiplicamos primero E5 por M seguido de un cam-
bio lineal de variables dado por M ~!. Introduzcamos las frecuencias alélicas:
sean fn, fs, fur, fm las frecuencias de los alelos NV, S, M, m respectivamente;
entonces fN =g+ +l’2, fs = l’3+l’4+l’5, fM = 21’0 +2 +2$3+l’4, fm =
r1 + 229 + 24 + 225. En estos términos las frecuencias de equilibrio son:

Y= (Yo, Ys) = ((sgh + (1 = 8) far) [ far, 2(1 = 8) v fos fom

(sgh+ (1 = 8)fu) Infms (sgh + (L= 8) far) far f5.2(1 = ) s [t fim,s
(sgh + (1 = 5) fin) f5 fm)-

Observaciones: Recordemos el orden de las frecuencias genotipicas:
(?/0;?/1;?/2;?/3;?/4;?/5) = (NMM7 NM’)TL, Nmm) SMM) SM?TL, Smm)

(1). Cuando s = 0, es decir, la situacién es tnicamente cruzamiento
externo, obtenemos las mismas frecuencias de equilibrio dadas en la ecuacion

(2.5):



30 CAPITULO 2. SISTEMAS NUCLEOCITOPLASMICOS

y = (?/(/); ;Ué) = (f]%%fN;ZfoMfm;fosfnf]%%fS;ZfomeaffnfS)-

(2). Cuando s = 1, es decir, tenemos autocruzamiento puro, las frecuen-
cias de equilibrio son:

y” = (thNfM7 07 thmea thMf57 07 thSfm)

Es decir, en este caso, se favorece a la homocigocidad.

(3). Desequilibrio. Sea o = %. De las expresiones para y y
obtenemos: ) )
Yo~ Y _ Y3~ Y3 — &
Yo— Vo Y5 —Us
y /
n—4u _ v
Yo=Yy Js

Es decir, si llamamos a las diferencias y; — y. el desequilibrio entre los
correspondientes genotipos, estas ecuaciones nos dicen que los cocientes de los
desequilibrios entre homocigotos son iguales y es la constante o y el cociente
de los desequilibrios entre los heterocigotos también es una constante y es
igual a fLISV

En particular, cuando ¢ = 1 , es decir, las aptitudes de los individuos
que provienen por autocruzamiento es la misma que la de los individuos que

provenien por cruzamiento externo, tenemos que
I /
Yo — Yo = Y2 — Yo

y
r !
Ys — Y3 = Ys — Ys.
Esto es, los desequilibrios en los correspondientes homocigotos son iguales.
Un caso extremo ocurre cuando g = fy; = f,,. En esta situacién, el
desequilibrio en los correspondientes homocigotos es cero, es decir,

Yo=Yo Y2=Yo Y=Y Y5 = Y5
En los heterocigotos tenemos :

Y —y1=2sfn

Yy —ys = 2s[s.



Capitulo 3

Ginodioecia nucleocitoplasmica

3.1 Introduccién

Seguimos considerando una poblacién de plantas hermafroditas y centrando
nuestra atencién en un sélo locus citoplasmico con los alelos N y S, el cual
interactia con un sélo locus nuclear con dos alelos M y m. Hay seis genotipos
nucleocitoplasmicos: NM M, NMm, Nmm,SMM,SMm y Smm.

Vamos a considerar que ocurre una mutacion y que el gen citoplasmico
(S) de esterilidad masculina se propaga en la poblacién, esto en presencia del
factor nuclear recesivo (m), dando origen al fenémeno de ginodioecia.

La ginodioecia es un sistema de cruzamiento en plantas que consiste de la
presencia, en una poblaciéon, de plantas tanto hermafroditas como femeninas.

Algunos autores tienen ya estudiado algunos tipos de interacciones nu-
cleocitopldsmicas con factores nucleares de esterilidad masculina ([2], [3],(20]),
pero todos sus modelos mostraron la eliminacién de un gen citoplasmico en
el equilibrio, es decir, no se mantenia el polimorfismo citonuclear.

Sin embargo, atin los modelos mas simples no han sido estudiados de una
manera rigurosa: con definiciones, hipétesis y métodos transparentes. El
tratamiento riguroso nos permitira sentar las bases para estudios de sistemas
mds complicados.

Siguiendo a Delannay ([4]), el tipo de ginodioecia estudiado aqui es el
resultado de la interaccién entre el gen citoplasmico (S) y el factor rece-
sivo nuclear (m) que se asocia a esterilidad masculina. En este sistema

solamente el genotipo Smm es planta femenina y las otras combinaciones
(NMM, NMm, Nmm,SMM,SMm) corresponden a plantas hermafroditas.

31
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Formulamos nuestro modelo y lo interpretamos como una funcién racional
del espacio proyectivo P°. Entonces estudiamos la dindmica de la evolucién
del sistema reproductivo. Para este modelo no tenemos una forma canénica
del mapeo asociado, por lo que no conocemos toda la dindmica, aunque si
conocemos la dindmica biolégicamente relevante.

Nuestro modelo incorpora cruzamiento mixto, lo cual implica el uso de un
pardametro para la razén de autocruzamiento s, definido como la fraccién de
los descendientes que provienen por autocruzamiento. Siguiendo a Gouyon
et al. [7], incluimos dos pardmetros de aptitud: una ventaja de aptitud
femenina ¢ para el genotipo Smm en relacién a la aptitud femenina de los
hermafroditas; y un costo de restauracion silencioso y dominante, expresado
por la aptitud w de plantas que llevan el gen restaurador dominante relativo
a los hermafroditas. Estos parametros los definimos de forma mas precisa en
la siguiente seccién. Los trabajos [4] y [6] consideran modelos similares, pero
ellos incluyen varios pardmetros adicionales de aptitud, [6] y [7] se restringen
solamente a cruzamiento externo.

El pardmetro w se supone presente en la fertilidad masculina para los
genotipos NM M y NMm; y solamente para cruzamiento externo. De esta
manera, adaptamos a nuestro modelo una hipdtesis bioldgica sobre la canti-
dad de polen usado en autocruzamiento, que es despreciable en comparacion
con la cantidad total producida por los hermafroditas. Esta hipétesis aparece
en Ross y Weir [13], cf. Holsinger et al. [12], R.F. Del Castillo y S. Trujillo-
Argueta [5] y en Vargas y del Castillo [17] en una forma diferente.

En la seccién 4.3, nuestros métodos y la relativa simplicidad de nuestro
modelo nos permiten determinar de manera precisa la geometria biolégica-
mente relevante de la situacién. Obtenemos que existe polimorfismo estable,
con todos los genotipos presentes, para valores adecuados de los tres parame-
tros. Llamamos a esta poblacién el “polimorfismo nucleocitoplasmico”,
ya que es Unico para valores fijos de los pardmetros; encontramos ademas
una expresion explicita para cada frecuencia genotipica en esta poblacion.

Existe otra poblacién estable, donde el citoplasma N esta ausente, con
los tres genotipos restantes presentes. Decimos que esta poblacién es el
“polimorfismo nuclear”. También ocurre para valores adecuados de los
parametros, y es Unico para ésos valores; ademds encontramos una expresion
para cada frecuencia genotipica en esta poblacién.

En la seccién 4.4, usamos la informacién geométrica de la seccién previa
para determinar los valores criticos para el parametro ¢ en términos de los
otros pardmetros, correspondientes a las bifurcaciones dinamicas, que son
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los valores de los parametros en donde el comportamiento dinamico cambia
cualitativamente, incluyendo la aparicién del polimorfismo.

Encontramos que cada poblacién converge a una poblacién estable. La
naturaleza de las poblaciones estables atractoras depende de la posicién de
t con respecto a los valores criticos encontrados y algunas veces también de
la poblaciéon inicial. Las simulaciones que fundamentan algunos de nuestros
resultados estan centradas en los datos geométricos.

La seccién 4.5 estd dedicada al caso de cruzamiento externo. En este caso
determinamos la geometria completa del modelo. También demostramos que
los puntos de equilibrio nuclear son puntos asintéticamente estables, este
material proporciona soporte parcial para los resultados generales.

3.2 Formulacion del modelo

Consideremos un locus nuclear con dos alelos M y m, asi, hay tres genotipos
cigbticos: MM, Mm,mm. También consideramos que hay dos alelos cito-
pldsmicos: N y S. Esto da un total de seis genotipos nucleocitoplasmicos:
NMM, NMm, Nmm,SMM, Smm. Todos se consideran hermafroditas con
la Unica excepcion de Smm, el cual es femenino, es decir, estéril masculino.
Ademas, consideramos que todos los hermafroditas tienen la misma aptitud
femenina.

Trabajamos en el espacio proyectivo P>, un espacio cuyos puntos son los
subespacios de dimensién 1 de un espacio vectorial V' de dimensién 6. Aqui,
cualquier punto z € P° tiene coordenadas proyectivas (zg,x1,...,T5), que
son las coordenadas de cualquier generador de su correspondiente subespacio
unidimensional en V.

Sea P2 el subconjunto de P° que consiste de todos los puntos con coor-
denadas homogéneas reales del mismo signo. Decimos que un punto x € P°
tiene relevancia bioldgica cuando x € P, pues consideramos que las coor-
denadas son positivas. Identificamos a una poblacién dada A con el punto
x = (xg,x1,...,25) € P’ si cada nimero z; es la frecuencia en A del co-
rrespondiente genotipo:

xo <> NMM, ;1 <> NMm, xy <> Nmm,
x5 <> SMM, x4 <> SMm, x5 <> Smm. (3.1)

Seguimos separando las contribuciones masculinas y femeninas como en
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el capitulo anterior. La correspondencia es como sigue:
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010000 000010
02000 0000 3 3
001000 000001

A5_000010’B5_000010
00004 4 000044
000001 000001

Para compensar su esterilidad masculina, el genotipo Smm tiene asociada
una fertilidad femenina ¢:

fertilidad femenina de Smm

- fertilidad femenina de hermafroditas ~
Consideramos que la seleccién actia en plantas que llevan el gen restau-
rador dominante M junto con el citoplasma N. Asi, los genotipos NM M y
N Mm tienen asociada una fertilidad masculina disminuida, esto es,

fertilidad masculina en cruzamiento externo de NMM, NMm
w = — - - < L
fertilidad de hermafroditas en cruzamiento externo

El parametro ¢ se introduce a través de la matriz de aptitud femenina F,
mientras que la esterilidad masculina se introduce a través de la matriz de
aptitud masculina G:

cCoo0o oo~
oo o~ Oo
oo~ OO
oo, O OO
o oo oo
-~ o0 o0 oo
coocoocooog
oo oo 8 o
coo R~ OO
oo, O OO
o o0 oo
coo o oo

La matriz de cruzamiento externo es:
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1
Q = §[$0(wFAO + GB()) + xl(wFAl + GBl) + ZL’Q(FAQ + GBQ)—I—

En esta situacién, los alelos citoplasmicos se transmiten solamente a
través de la parte femenina de la planta. La evolucién de este sistema repro-
ductivo fue formulado usando todas las posibles cruzas entre genotipos. La
matriz resultante () tiene renglones de los que presentamos algunos ejemplos,
excluyendo los parametros:

¢ La contribucion a la siguiente generacion de la parte femenina de SMm
con la parte masculina de NMM es

%l(SMM + SMm). (3.4)

¢ La contribucién a la siguiente generacién de la parte femenina de Smm
con la parte masculina de NMM es

1
La matriz de autocruzamiento es
1 0 0 0 0 O
L1000
g_ 001000 |
- 00 01 0 0 [’
000 3 % %
00 0 0 O0@O0

y la matriz de cruzamiento mixto es T' = shS+(1—s)Q), donde 0 < s < lesla
razén de autocruzamiento, h = xg+- - -+ x5 es un factor de homogeneizacion.
La funcién evolucién es ¢ : P> — P5, dada por

QO(ZL’) =21 = (y07 '-'7y5)7 (36)

para ¥ € P5. Esto da las frecuencias genotipicas para la siguiente ge-
neracién de cualquier poblacién x € 5.
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3.3 Geometria del sistema

Llamamos trayectoria a cualquier sucesién {z; | ¢ = 0,1,2,...} C P° tal
que z;41 = @(z), para todo i. Comenzamos con una observacién elemental
en el caso de que exista una trayectoria zg, 21, 29, ... tal que lim;_, z; = w,
entonces el punto w debe ser un punto fijo para la funcién, es decir, un punto
con @(w) = w, o bien debe ser un punto fundamental, es decir, un punto
donde (w) no estd definida ya que todas sus coordenadas se anulan.

Decimos que el punto fijo v es estable cuando dada una vecindad U de
v, en la topologia clasica, podemos encontrar una vecindad W C U de v
tal que todos los puntos en W son enviados a U por ", para n suficiente-
mente grande. Decimos que el punto fijo v es asintéticamente estable,
cuando, ademas de la condicién de arriba, existe un conjunto abierto B, tal
que lim,_,o ™ (x) = v para todo x € B.Esas definiciones son adaptadas de
aquellas dadas usualmente en sistemas dindmicos, ver Hirsch y Smale [11].

Determinaremos la geometria de los puntos fijos y fundamentales de in-
terés bioldgico.

Proposicién 3.3.1 Todos los puntos fijos y fundamentales de interés bio-
logico para @ estan entre los siguientes:

e Los puntos sobre la linea L = Z(x1, T2, x4, Ts5), Son puntos fijos, excepto
el punto fundamental f = (1,0,0,sw — s —w,0,0) ¢ P5.

e FEl punto fundamental a = (0,0,0,0,0,1).
e Fl punto fijo b= (0,0,1,0,0,0).
e Ll punto fijo c = (0,0,5,0,0,t(1 —s) — 1), siempre que t > l—is

e Il par de puntos fijos asociados al ideal W C R = C[s, t,w][xo, ..., T3]
generado por las siguientes cinco formas:

p1 = (1 —w)xg — x3,
p2 = (1 —w)xy — 4,
p3 = (1 —w)ry — tas,
q1 = tror + txf + tr120 — X1 — 42072 — T1T2,
@ =tst—sw+s—t+1)(xo+x1)+ [t(st —t+ 1)+ s(1 — w)]r2(3.7)
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e FEl par de puntos fijos asociados al ideal N C R generado por las si-
guientes formas:

Loy X1, X2,
(1= s)t(—x3 — x4 + 5) + 2575 + 2(23 + 14),
t(w3y — 4325 + T3 — T475) — 22374 (3.8)

Demostraciéon. El conjunto de puntos fijos y fundamentales de ¢ esta
asociado al ideal I generado por los menores 2 x 2 de la matriz 2 x 6 cuyos
renglones son x y ¢(x). Es ficil de verificar que los puntos a,b y ¢ y la
linea L satisfacen I. Es igualmente facil de verificar que entre esos puntos,
exactamente los puntos a y f son fundamentales.

El ideal I es dificil de calcular. Sin embargo, los ideales W y N son mas
faciles de calcular y contienen informacién sustancial acerca de los puntos
fijos de interés bioldgico.

Por el Teorema de Bézout aplicado al plano P? con coordenadas homo-
geneas o, r1, X2, obtenemos que W describe un par de puntos, estos son la
interseccién de una linea y una cénica.

Similarmente vemos que N describe un par de puntos, por el teorema de
Bézout aplicado al plano con coordenadas homogeneas x3, x4, 5.

Calculamos el transportador W : I = {z € R | zI € W}, obteniendo
como resultado un ideal que contiene al parametro no cero t. Esto significa
que los puntos correspondientes a W son puntos fijos o fundamentales de
nuestra funcién. Entonces saturamos W con el ideal generado por vy, ..., ys,
las coordenadas de . El resultado es W. Asi, los puntos descritos por W
son puntos fijos de .

Un proceso analogo demuestra que los puntos descritos por N son también
puntos fijos.

Finalmente, saturamos el ideal I con el ideal de puntos fundamentales
y saturamos el resultado con W, N y los ideales para la linea L, los puntos
a,by c. El resultado del proceso descrito es un ideal cuya descomposicion
primaria muestra que no hay puntos de relevancia biolégica. [

Los puntos fijos en P = {x = (2,...,25) € P | xg-- x5 # 0} co-
rresponden a polimorfismos, es decir, a poblaciones con todos los genotipos
presentes.

Corolario 3.3.2 Todos los puntos fijos en P para ¢ estan entre aquellos
asociados al ideal W.
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Nuestro problema inmediato es determinar la naturaleza del par de puntos
asociados a W y N.Primero fijemos la notacién.Sean

1 +25(1 —w) 5 C1E/144s(1—s)(1—w)
T l—sw T 2(1 —s) ’
1+s(l—w 24 s(1 —w)+ 21+ 2s — 82 — 2sw + s2w
= —( ); 012 = ( ) (3.9)
1—s 4 —s(5—w)

Lema 3.3.3 Estas cantidades se comportan como sigue:

e 0 <a< f <vy<dy, donde la dltima desigualdad requiere que s(5 —
w) < 4.

e 1/(1—s)<pr<y<2/(1-23).
e 0y <0y sty sdlo si s(b—w) < 4.

b 52762 < 0.

Demostraciéon. Demostraremos solamente el primer renglén. Las afirma-
ciones restantes admiten demostraciones anélogas.

La desigualdad 0 < « es clara. Ya que los numeradores y denominadores
involucrados son positivos, verificamos que a < 3; como sigue: Ya que

2(1 = sw)[(1 = s)(br+a) = 1] =

— 1)(1 = sw) +2(1 —s)[1 4+ 2s(1 —w)],
— sw)(51 — a)[(1 — ) (1 + ) — 1] =
—w) +4(1 —s)[1+2s(1 — w)](1 — sw)
41— $2[1 -+ 25(1— ),

tenemos que

A1 = s)(1 = sw)*(B1 — a)[(1 = 8)(B1 + @) = 1] =
(1 —sw)?[1 +4s(1 — s)(1 —w)] — {2(1 = 8)[1 +25(1 —w)] — (1 — sw)}* =
453(1 = 5)(1 —w)(2 —w)? > 0.

Aqui, observamos que 1/(1 —s) < 81 < 1 + «a.
Verificamos que §; < 7y como sigue: Ya que

201 —s)(v—B1) =1+ 2s(1 —w) — /1 +4s(1 — s)(1 —w),
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es suficiente ver que
[14+2s(1 —w)]? — [1+4s(1 — 8)(1 —w)] = 4s*(2 — w)(1 —w) > 0.

Verificamos que v < §; siempre que s(5 — w) < 4 como sigue: Ya que
ambos denominadores involucrados son positivos y

(1—s)[4—s0—w)(d —7) =
2(1 — 8)V1+ 25 — 82 — 25w + s2w
— {1+ s —w)][[4 =56 —w)] - (1-9)2+s(1 -w)},

es suficiente ver que

4(1 — 8)*(1 425 — 8% — 2sw + s*w)—
{1+s(1-—w)4d—-s6-w)]—(1-s)]2+s(1—-w)}*=
s[4 — s(5 —w)](1 — w)(2 —w)* > 0.
O
Un punto fijo v, descrito por W, tiene coordenadas homogeneas

vo=—2(t— 1)+ s(=1— }(w—3) — 2t(w — 1) + w) — VB,
o1 =4t — 1)+ s(=1+ 2w — 5) + 2t (w — 1) + w) + VB,
v = 2t[1 + s(1 —w) — t(1 — s)],

(1 —w)

vy = (1 —w)vy, v4 = (1 —w)vy, vs = ve.  (3.10)

donde, B = s(t — 1)(w — 1)x
{8t(1* — 1) + s[1 4+ t3(w — 9) + 11t (w — 1) — w + *(5w — 13)]}.
Un punto fijo u, descrito por el ideal N, tiene coordenadas homogeneas

Ug = Uy = Uy = 0,

us = (t—1)[(1 = s)t —s] — VD,

uy = —[(1—s)t> = (s — st +2t)] + VD,
us = (1 —s)t — 2. (3.11)

donde, D = 2t[t(1 —s) +2s][t(1 — s) — 2] + (£* — 2t — s + st — st?)?. El punto
u tiene relevancia biolégica exactamente cuando (1 — s)t > 2. El otro punto
descrito por el ideal N no tiene significado biolégico.

El ideal N corresponde a un par de puntos fijos, uno de los cuales describe
el polimorfismo nuclear asociado, es decir, cuando exactamente los genotipos
SMM,SMm,Smm estdn presentes.
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Proposicién 3.3.4 Tenemos que v € P si y sdlo s1 1 <t <.

Demostracién. Observamos primero que [—2¢(t — 1) + s(—1 — t*(w —3) —
20(w—1) +w)]* — B = (1—sw)(a—1t)(t—5)(B1 —t). De aqui, vy > 0siy
dlosit<adt>pf.

Observe que v, = (t — 82)(t —61) + VB y también B — [(t —62)(t —8,)]? =
(I=38)(t—7)(t—P2)(B1 —t). De aqui, v; > 0siy sdlosi f; <t < 7.

Finalmente observamos que vy = 2t(1 — s)(y — t). De aqui, vy > 0.

Tenemos verificado que 81 < t < v implica vy > 0,v; > 0,v5 > 0. Esto
claramente también implica vy > 0,v4 > 0,v5 > 0. Asi, v € P si f1 <t <.
El reciproco también se obtiene de los célculos de arriba. [

Entendemos la geometria biolégicamente relevante de nuestra funcién
racional . Sin embargo, no conocemos toda la geometria para esta fun-
cién, debido a la complejidad del ideal I descrito en la proposicién 3.3.1.

3.4 Dinamica del sistema

Observe que para una poblacién dada x € P, la expresién xo+x1 + 12 da la
frecuencia del citoplasma N, mientras que xs + x4 + x5 da la frecuencia del
citoplasma S. Sea

_ frecuencia del citoplasma N

A()

~ frecuencia del citoplasma S’

Nuestro analisis, que incluye muchas simulaciones, da suficiente conocimiento

de la dindmica biolégicamente relevante de ¢, la cual exhibe un compor-
tamiento complejo. Presentamos una conjetura como una aproximaciéon al
entendimiento de esta dindmica.

Conjetura 1 La funcion ¢ tiene el siguiente comportamiento dindmico:
1. Paral <t < l—is, tenemos:

e lim, o ¢"(x) = b, para todo x € P’ con \(x) > 1.

o lim, ... ¢"(x) € L, para todo x € P con A(z) < 1.
2. Para ﬁ <t < B, tenemos:

e lim, o ¢"(x) = ¢, para todo x € P%. con A(z) > 1.
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o lim, .. ¢"(x) € L, para todo x € P°. con A\(x) < 1.
3. Para B; <t <y, tenemos:

o lim, ,o ¢"(x) = v, para todo x € P5. con A(x) > 1; con v dada
por las ecuaciones (3.10).

o lim, . ¢"(x) € L, para todo x € P°. con A\(x) < 1.

4. Para v <t < ﬁ, tenemos lim,,_, ¢"(x) € L, para todo x € ..

2

5. para t > 1=, tenemos lim, o ¢"(x) = u, para todo x € P, con u

dada por las ecuaciones (3.11).

La tabla 3.1 da soporte a las afirmaciones en la conjetura. Los resultados
fueron obtenidos después de 3000 iteraciones de ¢, para diferentes valores de
los pardametros s, t,w y poblaciones iniciales x. La columna y indica el punto
fijo atractor esperado de acuerdo a la conjetura.
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(s, t, w) z Alz) Y3000 y
T:(9,1.2,.5) (1,5.3,3, 5,4 LI2 (0,0, 1,0,0,0) b =1(0,0,1,0,0,0)
1:(9,1.2,.5) (1,2,3,6,8,5) 0.31  (.53,0,0,.46,0,0) yeL
1:(8,3.0,.4) (523123 16 (0,0,1,0,0,0) b=(0,0,1,0,0,0)
1:(.8,3.0,.4) (1,2,3,6,5,3)  0.42 (.49,0,0,.5,0, 0) y €
2:(7.3.4,.5) (46,8131 3.6  (0,0,.97,0,0,.02) ¢ =(0,0,.97,0,0,.02)
2:(.7.3.4,.5) (1,2,1,4,3,2) 0.4 (.34,0,0, .65, 0,0) yeL
2:(.6,2.7,.2)  (6,4,1,4,3,2) 1.2 (0,0, .88,0,0,.12) ¢ = (0,0, .88,0,0,.12)
2:(.6,2.7,.2) (1,4,1,4,3,2) 0.6 (.51,0,0, .48, 0,0) yeL
3:(5,2.5,.24) (5,4,3,4,3,2) 1.3 v v = (.12,.16, .38, .09, .12, .12)
3:(.5,2.5,.24) (1,4,3,5,3,2) 0.8 (.42,0,0,.57,0,0) yeL
3:(4,2.0,.2) (6,4,3,53,2) 1.3 v v = (.05,.12, .50, .04, .10, .20)
3:(4,2.0,.2) (1,2,3,5,3,2) 0.6  (.35,0,0,.64,0,0)
4:(4,3.0,2) (1,2,8,2,3,2) 1.57  (.02,0,0,.98,0,0)
4:(4,3.0,2) (1,2,1,2,3,6) 0.36  (.02,0,0,.980,0)
5:(.3,4.0,.4)  (4,6,8,2,3,4) 2 (0,0,0,.3,.5,.19) 3,.5,.19)
5:(.3,4.0,.4)  (2,3,1,4,3,4) 0.54 (0,0,0,.3,.5,.19) 3..5,.19)
5:(.7,7.0,.4)  (2,7.6,4,3,4) 1.36  (0,0,0,.84,.13,.03) 1.13,.03)
5:(7.7.0,.4) (2,1,6,4,8,5) 0.52  (0,0,0,.84,.13,.03) ..13,.03)

Table 3.1: Simulaciones que fundamentan la conjetura 1

Observacién 1 Tenemos un entendimiento parcial de esta dindmica, lista-
mos varios refinamientos a las primeras tres afirmaciones.

1. Paral <t < l—is, nuestra primera observacion contiene varias preci-
siones:

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)

(f)

(9)

Los puntos en la linea L y el punto b son precisamente los puntos
asintdticamente estables en P

Cada punto biolégicamente relevante converge a un punto fijo, el
cual tiene que ser o b o un punto sobre la linea L.

Intentamos describir los dominios de atraccion de todos los pun-
tos, los cuales dependen solo de los valores de los pardmetros s,t
Y w.

La ecuacion M(x) = 1 es lineal, por lo tanto define un hiperplano
en P°. Las desigualdades A(x) > 1 y M(z) < 1 definen semiplanos.

Establecimos que el dominio de atraccion D(b) de b es la inter-
seccidn de uno de ésos semiplanos con P, También establecimos
que U, D(x) es la interseccion del otro semiplano con IP5..

Ciertamente, b € D(b); mientras que a ¢ D(b). Dependiendo de
los pardmetros, D(b) se prolonga a través de una region alrededor
del segmento de linea ab con A(x) < 1.

Dependiendo de los pardmetros, |, D(x) también se prolonga a
través de una region alrededor de la linea L con A(x) > 1.
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2. Para ﬁ < t < i1, nuestra sequnda afirmacion admite precisiones

andlogas:

(a) Aqui, U,c; D(x) también se prolonga a través de una region alrede-
dor de la linea L con \(x) > 1.

(b) En este rango, A(c) > 1 siempre. Sin embargo, para pardmetros
con \(c) cercano a 1, D(c) se prolonga a través de una region
pequena alrededor de ¢ con A(zx) < 1.

3. Para 0, < t < nuestra tercera afirmacion admite las siguientes
2
PTECISIONES:

(a) Aqui, U, D(x
la linea L con A\

(b) Aqui, U,ep D(x
punto b con A(x
(

e prolonga a través de una region alrededor de
x) > 1.

V)

se prolonga a través de una region alrededor del
> 1.

(c) Aqui, U, D(x) se prolonga a través de una region alrededor del

(d) Dependiendo de los pardmetros, D(v) se prolonga a través de una
region alrededor del segmento de linea av con A(x) < 1.

La tabla 3.2 da soporte a las correcciones a la conjectura. La iltima
columna muestra lo que se espera de acuerdo a la conjetura, y sin embargo
se presenta un comportamiento diferente:
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(s, t, w) © A(z) y
1f:(9,1.2,.5) (1,1,6,1,1,8) 0.8 . 1,0,0,0) yeL
1f: (.8,3,.4) (.1,.2,2,.3,.4,6) 0.34 ,1,0,0,0) yeL
1g:(.8,3,.4) (5,.1,.1,4,.1,.1) 1.24 (.58, ,0) € L b
1g:(.7,3,.3) (6,.1,.1,5,.1,.1) 1.19 (.57, ,0) € L b
2a: (.7,3.4,.3) (5,.1,.1,4, .1,.1) 1.24 (.59, ,0) €L c
2b:(.9,10.2,.3) (0,0, .98, .5, .5, .02) 0.96 c= ,0,.02) yeL
3a: (.9,12,.3) (6,.1,.1,5,.1,.1) 1.19 (.56, ,0) e L v
3b: (.9, 16,.3) (1,.1,2,.1,.1,.1) 7.3 (.14, ,0) e L v
3c: (.9, 16,.3) (.1,.1,.9,.1,.1, .6) 1.375 (.15, ,0) € L v
3d: (.9,13,.3) (.27,.05, .43,.19,.036,.8)  0.73 v = (.27,. ,.036,.023) yelL

Table 3.2: Simulaciones que fundamentan los refinamientos a la conjectura 1

3.5 El caso de cruzamiento externo puro

Obtenemos un caso especial haciendo el pardmetro s = 0.

3.5.1 Geometria

Aqui, el conjunto de puntos fundamentales de ¢ es un conjunto algebraico
K. Es la unién de dos espacios lineales de dimensiones tres y uno, respecti-
vamente:

o Z(wxy + 2x9 + T4, wro — T2 + T3),
o Z(x3+ %334,331 + 229, 20 — T2, tT5 + %334)-

El punto z = (0,0,0,0,0,1) € Z(wx1 + 2w+ x4, wro— 22 +3) €s el tnico
elemento de K con relevancia biolégica.

El conjunto de puntos fijos de ¢ tiene cerradura igual al conjunto alge-
braico .J el cual admite diferentes descripciones dependiendo de los valores
del parametro .

1. t = 1. Aqui, J tiene cuatro componentes irreducibles: C, una cénica;
C3 una curva de grado 3 y dos lineas L.y y Ls. La curva C5 no con-
tiene puntos de relevancia biolégica ya que sus puntos satisfacen las
ecuaciones

x0+x1+x2:0,
l’3+l’4+l’5:0.

Las componentes restantes son:

Cy = Z(x] — 4asws, 15 — (1 — w)ag, 14 — (1 — w)ay, 23 — (1 — w)xo),
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L1 = Z($0,ZC1,ZL’3,ZL’4),
L2 - Z(x17x27x47x5)'
(3.12)

2.t # 1,2. En el caso general, J tiene 6 componentes irreducibles: 5
puntos mas la linea Ly del caso previo. Tres de esos puntos no tienen
significado bioldgico. Los puntos restantes son:

b=(0,0,1,0,0,0)
2 —t 13 3
=(0,0,0, —— — )/ ——, /| —— — t,1). (3.13)
t—2 t—2"Vt—2

El punto u solo tiene significado biolégico para ¢t > 2.

3. t = 2. Aqui, la situacién es como el caso 2, pero en lugar del punto u
tenemos el punto u’ = (0,0,0,1,0,0).

3.5.2 Dinamica
Es conveniente estudiar la funcién 7 : R® — R® inducida por ¢ definida como

1
T($07 "'7$5) = E(y()) “'7y5)7

donde las y; son cualquier conjunto de coordenadas homogéneas para ¢ y h =
Yo + -+ - +ys5. Esta funcién envia al complemento de z = (0,0,0,0,0,1) en el
conjunto convexo C de puntos con coordenadas no negativas en el hiperplano
To+ -+ x5 = 1 en si mismo.

Teorema 3.5.1 FEl punto u = (0,0,0, t _t — 4/ t32, v/ t_3 es asintoti-

camente estable sit > 2.

Demostracién. Usamos un criterio de Lyapunov, ver [11], aplicado a la
funcién 7. Sea J = (jacobiant)|,. Entonces det(A — J) = A?(A — ) (X —
r9) (A —r3)(A —1y), donde

t—2

—, T = 271,
A4t —1) 2 7

r =
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1 13 13
e — 2 _ 2 _ 2
73,4 4t2(t—1)2{a+b”t—2i\/k 8t2(t — 1) (C—I—dwt_Q)}.

Aqui,
a=6t>— 118 + 6t — ¢,

b=8—20t + 18 — 713 + t*,
c= —8t+ 20t — 183 + 7t* — 17,
d =16 — 32¢ + 24¢* — 8% + 14,

k:—<a+b\/z>.

Usando célculo elemental obtenemos que ¢ > 2 implica |ry|, |ra|, [73], |r4] <
1. O

Observacién 2 Para el presente caso de cruzamiento externo, tenemos los
siguientes hechos:

1. Ya que s =0, tenemos o = 1 = v = 1; y consecuentemente el intervalo
para el polimorfismo se reduce al puntot = 1. Aqud, la funcion ¢ puede
ser restringida al plano D = {(xg,...,w5) € P° | x5 = (1 — w)xo, 14 =
(1—w)xy, x5 = (1 —w)xa}.

Teorema 3.5.2 FEl sistema dindmico definido por la iteracion de ¢ =
©|p tiene las siguientes propiedades:

(a) El conjunto algebraico determinantal de puntos fijos y fundamen-
tales de la funcion, dada por los menores 2 X 2 de la matriz 2 X 6
con renglones x y (x) es Cy, la cénica suave de arriba.

(b) El conjunto de puntos fundamentales de 1) es el inico punto

B=(1,-21,(1-w),—2(1 —w), (1 — w)) € Cy.
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(c) El conjunto de puntos fijos de v es Cy ~ {B}.

(d) La linea tangenta o Cy en B es L = Z(h) N D, donde h = o +
T1 + xa.

(e) Aqui, (L~ {B}) = B.

(f) Cada punto x € D\ L es enviado a la interseccion de Cy ~ {B}

con la linea xB. El dominio de atraccion de P € Cp ~ {B} es
PB~ {B}.

Este resultado admite una demostracion fdacil e implica que el sistema
dinamico se reduce a un doble sistema de Hardy- Weinberg, con conver-
gencia en un solo paso a una poblacion estable con polimorfismo. FEs
solamente en el caso t =1 que el polimorfismo estable aparece.

. La ginodioecia nuclear estable permanece para t > 2.

. Para 1 < t < 2 los genotipos que sobreviven son NMM y SMAM,

mientras que solamente el genotipo SMM sobrevive si t = 2. Cuando
t es cercano a 2, el genotipo SMm desaparece muy lentamente.

. Si eliminamos el costo de restauracion, lo cual se consique haciendo

w=1; y st HCP® es el plano x3 = x4 = x5 = 0, tenemos que p|g
es la funcion clisica de Hardy-Weinberg, ver [14]. En esta caso, los
puntos en la conica C7 son atractores.

. Considere la funcion inducida n : P* — P2, obtenida de o y la proyec-

cién m : P° — P? dada por w(xg,...,x5) = (x3,74,75), tal que el si-
guiente diagrama conmuta:

P> %~ p5
P21 p2,

La funcion racional n da un modelo de ginodioecia nuclear andlogo
al modelo de androdioecia estudiado en [17], en lugar del modelo de
ginodioecia estudiado aqui. Esto sucede ya que no tenemos incluida la
hipotesis de “cantidad despreciable de polen” para el citoplasma S, la
cual fue presentada en [17].
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S w B i s w B i
0.2 0.8 1.288796 1.30|0.2 0.6 1.325446 1.35
0.2 04 1360272 1.40|0.2 0.2 1.393521 1.45
0.4 08 1.743156 1.80|04 0.6 1.813696 1.93
0.4 04 1879490 2.07 |04 0.2 1.941385 2.20
0.6 0.8 2614734 280| 0.6 0.6 2.720544 3.10
0.6 04 2819235 3.40|0.6 0.2 2912077 3.70
0.8 0.8 5.155184 5.80| 0.8 0.6 5.301785 6.60
0.8 04 5441088 7.40|0.8 0.2 5.574085 8.20

Table 3.3: Cotas para la aptitud femenina asociada a polimorfismo nucleo-
citopldsmico en términos de autocruzamiento y el costo de restauracion

3.6 Discusion

Nuestro estudio esta dirigido al caso general con cruzamiento mixto, esto es,
para situaciones con la razén de autocruzamiento s satisfaciendo 0 < s < 1.
Encontramos un intervalo especifico J = [f1,7] tal que la inclusién de la
aptitud femenina ¢t € J es condicién necesaria y suficiente para la existencia
de un polimorfismo nucleocitoplasmico. La tabla 3.3 muestra valores para
las cotas de J. La tabla también muestra que el tamano del intervalo se
incrementa, tanto como los valores de ¢, para valores grandes de autocruza-
miento y para valores pequenos de w, el cual se refleja en un alto costo de
restauracion.

Nuestros resultados permanecen validos y no presentan discontinuidad
para el caso de cruzamiento externo puro, s = 0, donde encontramos que
t = 1 es el Unico valor para el cual hay polimorfismo nucleocitoplasmico.
Asi, ése valor es insignificante, lo que refuerza la idea de que para que exista
polimorfismo se requiere auto-fertilizacion. Este resultado tiende a contrade-
cir la afirmacién en [6] de que este polimorfismo “es alcanzable para valores
grandes de los pardmetros”, aunque su modelo difiere del nuestro por la in-
clusién de un pardmetro extra de aptitud citoplasmica.

El modelo en [7] es similar al caso de cruzamiento externo puro, sus
suposiciones difieren de las nuestras por la inclusiéon de dos locus nucleares.

Aunque nuestro modelo incluye el caso de autocruzamiento puro, s = 1,
nuestros resultado no aplican a ese caso. Consideramos que esta situacion es
de menor interés matemdtico y biolégico. Podemos ver directamente que la
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funcién ¢ es lineal en este caso; y también que

X X €z
lim gpn(l’) = (:UO + —1,0,1’2 + _1,1C3 + .

—=,0,0
00 2 2 27 ) )7

para cualquier x € P?. Si aplicamos el costo de restauracién a autocruza-
miento, obtenemos

, . wx x
nh_}rrologz) (z) = (0,0, 2(2—_1w) + X2, T3 + ?4;070);

for 0 <w < 1.
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