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RESUMEN

La respuesta de un Sistema continuo no lineal puede ser obtenida por la suma
infinita de los llamados operadores de Volterra. Cada operador es obtenido a partir de la
convolucién de n-ésimo orden entre el Kernel de Volterra de n-ésimo orden y la entrada
del sistema. Estos operadores también se pueden obtener a partir de las ecuaciones
lineales asociadas (ALEs) que son modelos lineales de subsistemas cuyas entradas y salidas
son del mismo orden n-ésimo. Cada ALE produce un particular operador n-ésimo de
Volterra. Asi como los modelos lineales y la respuesta de impulso unitario se puede
obtener a partir de ellos. Este trabajo muestra la relacidon entre estas respuestas de
impulse unitario y el orden correspondiente al kernel de Volterra.

Considerando como ventaja que las ecuaciones lineales asociadas (ALEs) se derivan
de modelos cuyos sistemas son no lineales e invariantes en el tiempo para cada operador
de Volterra, se determinara la transformada de tiempo corto de Fourier para cada una de
estas ALEs logrando asi una expresidon general de varios grados de libertad al realizar el
agrupamiento de todas las ALEs del sistema variante en el tiempo.

Palabras clave: Volterra series, Funcién de Respuesta a la Frecuencia FRF, Ecuaciones
Lineales Asociadas ALEs, Funcion de respuesta al impulse unitario, Kernel de Volterra.



ABSTRACT

A continuous nonlinear system response may be obtained by an infinite sum of the so-
called Volterra operators. Each operator is obtained from multidimensional convolution of
nth-order between the nth-order Volterra kernel and the system input. These operators
can also be obtained from the Associated Linear Equations (ALEs) that are linear models of
subsystems which inputs and outputs are of the same nth-order. Each ALE produces a
particular nth-Volterra operator. As linear models a unitary impulse response can be
obtained from them. This work shows the relationship between this unitary impulse
responses and the corresponding order Volterra kernel.

Considering the advantage that the associated linear equations ( ALEs ) are derived from
models whose systems are non-linear and time-invariant for each operator of Volterra
transform short time Fourier be determined for each of these ALEs achieving an
expression generally several degrees of freedom when performing clustering of all ALEs of
time variant system.

Key words: Volterra series, Frequency Response Functions FRF, Associated Linear
Equations ALEs, Unitary response function, Volterra kernel.
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CAPITULO |

1. Introduccion

Todo aquello que nos rodea es un sistema, desde el funcionamiento de nuestros ojos, el
movimiento de un brazo robético hasta el crecimiento de un arbol. Se dice, y asi es, que
las matematicas se encuentran inmersas en todo nuestro universo y, dado que todos los
fendmenos fisicos pueden ser expresados matematicamente, luego entonces, todos los
sistemas pueden ser representados mediante una expresién matematica. Todo aquello
que se considere entrada de un sistema es llamado “sefial”. El andlisis de una sefial brinda
informacién sobre el comportamiento del fenédmeno que la produce. Estas sefiales tienen
como caracteristica comun, en la mayoria de los casos, que son variables en el tiempo, es
decir, que con el paso del tiempo, sus parametros varian. Sin embargo, también es
posible analizar a una sefial en funcién de su frecuencia.

Para el estudio de sefiales existen diferentes herramientas matemadticas, tales como la
transformada de Fourier, la transformada corta de Fourier (también Ilamada rapida), la
serie de Volterra y la transformada ondicula.

La transformada de Fourier nos permite descomponer una sefial en una suma infinita de
fasores. Cada uno de ellos se distingue por un coeficiente complejo asociado a una
frecuencia. Asi, la sefal representada por estos coeficientes complejos se conoce como la
sefial en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, si el sistema varia en el tiempo,
entonces los coeficientes de los fasores cambian, es decir, la sefial en frecuencia.

La transformada de Fourier no detecta estos cambios, por ello se le afiade una funcién
“ventana” que nos permite visualizar los cambios en el tiempo. A esto se le llama Short
Time Fourier Transform (STFT) o trasformada de Fourier de tiempo corto (TFTC). La
limitacion de esta transformada depende del ancho de la ventana; de tal forma que, para
una ventana muy ancha podemos ser precisos en frecuencia pero tendremos limitaciones
en tiempo y viceversa.

La ondicula (wavelet) no presenta el problema anterior ya que divide a la sefial en niveles
de bandas energéticas, selecciona aquellas que son de interés y realiza la transformada de
Fourier en ellas.

Sin embargo, a pesar de demostrar una efectividad aceptable para él andlisis de sefiales,
dichas herramientas no satisfacen la identificacién cuando se trata de sistemas variantes
en el tiempo y no lineales. Es por ello que el propdsito del presente documento consiste
en determinar una expresion matematica que permita extender la transformada corta de
Fourier para sistemas de Volterra y asi analizar sefiales para este tipo de sistemas.
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1.1.-Antecedentes

Los sistemas no lineales e invariantes en el tiempo pueden ser, en ocasiones,
representados en el dominio del tiempo por una serie de Volterra.(Vazquez Feijoo,
Worden, & Stanway, Associated Linear Equations for Volterra operators, 2005). Cada
Término de la serie de Fourier es llamado operador de Volterra. Estos operadores pueden
ser obtenidos a través de modelos lineales llamados Ecuaciones Lineales Asociadas (ALEs)
(Vazquez Feijoo, Worden, & Stanway , System identification using linear equations, 2004).
Para la identificaciéon de un sistema no lineal continuo e invariante en el tiempo, ahora el
proceso es identificar las ALEs que producen los operadores de Volterra hasta el orden
armonico que sean significativos. Las ALEs como sistemas lineales pueden identificarse por
medio de cualquier método corriente de identificacion de sistemas lineales ya sea en el
tiempo o en el dominio de la frecuencia (Vazquez Feijoo et al., 2004).

Si una sefial es funcién el tiempo vy es integrable, puede ser descompuesta en una serie
de factores con amplitudes complejas por medio de la serie o transformada de Fourier
dependiendo de si la funcidn es periddica o no (Con periodo infinito). La distribucion de
los coeficientes puede ser indicio de propiedades del sistema que emite una determinada
sefial. Por ejemplo, las frecuencias dominantes pueden ser indicio de la presencia de
cierta substancia como en(Gallignani, Torres, Ayala, & Brunetto, 2008), que un analisis de
la sefial de luz infrarroja es usada para por medio de un analisis de Fourier determinar el
contenido de cafeina de una substancia.

A través de la transformada de Fourier de ruidos y vibraciones superficiales es posible
detectar problemas que se manifiestan con una tendencia a la presencia mas importante
(mayor amplitud compleja) en ciertas frecuencias como en(Flores Serrano, Cardona, &
Nebot, 2012) que la transformada sirvid para detectar fallas en la superficie de las ruedas.

La transformada de Fourier ha sido incluso usada para detectar por ultrasonido especies
de murciélago en funcidn de sus emisiones bucales(Malo de Molina, Velazco, Pacheco, &
Robledo, 2012).

Sin embargo la transformada de Fourier se ve limitada cuando el sistema no es lineal y/o
es variante en el tiempo.

Cuando el sistema varia en el tiempo, entonces los coeficientes complejos de los fasores
involucrados en la serie de Fourier cambian, es decir, la sefal en frecuencia. La
transformada de Fourier no detecta estos cambios. Sin embargo, cuando el andlisis se
lleva a cabo mediante una “ventana” agregada a la transformada de Fourier, es posible
visualizar dichos cambios en el tiempo. A esto se le llama Short Time Fourier Transform
(STFT).

Por medio de la STFT se ha logrado una mejora en el reconocimiento de huellas digitales.
El algoritmo calcula simultdaneamente todas las propiedades intrinsecas de las huellas
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digitales, tales como la mdscara regidn de primer plano, la orientacién local de la cresta 'y
la frecuencia local de canto. (Chikkerur, Cartwright, & Govindaraju, 2007).

Se han creado modelos para la determinacién de fallas eléctricas y mecdnicas de los
sistemas electro-mecanicos en turbinas (Nese, Kilic, & Akinci, 2012), asi como la
deteccion y localizacién de flujo sanguineo cerebral para la deteccion de sefiales
embdlicas (en conjunto con la transformada Wavelet (TW)(Goncalves, Leiria, & Moura,
2013).

La limitacidn de esta transformada depende del ancho de la ventana; de tal forma que
para una ventana muy ancha podemos ser precisos en frecuencia pero tendremos
limitaciones en tiempo y viceversa.

Una ventaja de trabajar con series de Volterra es que, al estar relacionadas con
convoluciones multidimensionales, significa que es posible usar toda la teoria de
transformadas de Fourier al procesado de sistemas no lineales usando la versién de la
transformada multidimensional. . La no linealidad queda condensada en la sefal que se
convoluciona con el kernel correspondiente, y cabe considerarla como una sefial
multidimensional de orden k obtenida a partir de una entrada. (Montoro Lépez, 1996).

Tomando como base la transformada de Fourier multidimensional se ha creado un
método para la formacién de una serie de redes neuronales para el modelado de sistemas
dindmicos( Halawa, 2008) y como incrustar marcas de agua en el dominio de la frecuencia
gue sea coherente con nuestro sistema visual humano(Tsz, Xiao-Ping, & Androutsos,
2008), por mencionar algunas de sus aplicaciones.

Sin embargo, el mayor inconveniente de la teoria de Volterra esta precisamente en como
obtener los kernels correspondientes a la expansién de un determinado sistema no lineal.
Los kernels de Volterra pueden ser obtenidos gracias a las Ecuaciones Lineales Asociadas
(ALEs) a los diferentes 6rdenes armdnicos de una sefial. (Vazquez Feijoo, Worden, &
Stanway, Associated Linear Equations for Volterra operators, 2005). Al ensamblar las
respectivas transformadas de Fourier, de cada una de las ecuaciones lineales asociadas a
los operadores de Volterra, se determina la transformada de Fourier multidimensional o
de varios grados de libertad(Schetzen, 1989).

Lo importante de la serie de Volterra es que cada uno de los k-términos caracteriza un
grado de no linealidad, y se obtiene a partir de una integral de convolucién, que no es mas
gue una operacion lineal

A pesar de demostrar una efectividad aceptable para él analisis de sefales, las
herramientas matematicas anteriores no satisfacen la identificacién cuando se trata de
sistemas variantes en el tiempo no lineal. Se tiene como objetivo obtener una expresion
matematica para la transformada corta de Fourier, que permita realizar el analisis de
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sistemas no lineales, continuos y variantes en el tiempo, es decir, sistemas No lineales de
Volterra.

1.2.-Planteamiento del problema, justificacion y delimitacidon

1.2.1 PLANTEAMIENTO

No existe una expresién matematica equivalente a la transformada de tiempo corto de
Fourier de varios grados de libertad para sistemas no lineales, que nos permita detectar
cambios en las caracteristicas del sistema y ademds nos permita detectar los cambios de
las componentes armodnicas de la seial en el tiempo.

1.2.2 JUSTIFICACION

Estrictamente hablando, los sistemas lineales no existen y el comportamiento de un
sistema solo es lineal bajo rangos pequefios de operacién y cumpliendo con ciertas
restricciones.

Ademas, Todo aquello que nos rodea es variable con el tiempo. Asi, todos los sistemas son
también variantes en el tiempo.

Cuando un sistema lineal varia en el tiempo, existen herramientas que permiten
cuantificar los cambios que éste sufre. Existen también herramientas que permiten
describir el comportamiento de los sistemas no lineales invariantes en el tiempo, aunque
estas herramientas no tienen una aplicacién universal. Lo que no existe es una
herramienta que permita el andlisis de sistemas no lineales y variantes en el tiempo.

1.2.3 DELIMITACION DEL PROBLEMA

Para sistemas No lineales y NO variantes en el tiempo, la serie de VOLTERRA es una
herramienta adecuada a utilizar para su estudio. Pero para sistemas NO lineales vy
variantes en el tiempo la informacion y/o métodos de reconocimiento son escasos.

Es por ello que limitaremos el rango de estudio a sistemas no lineales continuos vy
variantes en el tiempo que puedan ser representados mediante modelos de Volterra.
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1.3.-Desarrollo tecnolégico pretendido

A través de la serie de Volterra y las ecuaciones lineales asociadas, es posible extender la
aplicacion de la transformada de tiempo corto de Fourier a sistemas con no linealidades
continuas y variantes en el tiempo.

1.4.-Objetivos

1.4.1.-Objetivo general

Encontrar una expresion matematica que nos permita extender la transformada de
tiempo corto de Fourier (STFT) a sistemas no lineales, continuos y variantes en el tiempo.

1.4.2.-Objetivos especificos

Demostrar que es posible obtener una STFT para cada una de las ecuaciones lineales
asociadas de sistemas no lineales variantes en el tiempo.

A través de la STFT de cada una de las ecuaciones lineales asociadas obtener una expresion para
una STFT multidimensional.

Encontrar una expresion global que nos permita determinar, de manera objetiva, la STFT para
toda la serie de Volterra.

Comprobar experimentalmente los resultados obtenidos

1.5.-Actividades desarrolladas

Los sistemas a considerar son aquellos que contienen no linealidades continuas variantes
en el tiempo. Se utilizaran ecuaciones lineales asociadas (ALEs) aprovechando que éstas
modelan sistemas no lineales continuos e invariantes en el tiempo por medio de
ecuaciones lineales para cada operador de Volterra. De la misma manera que la
transformada de Fourier de cada una de las ALEs en conjunto producen las transformada
de Fourier de varios grados de libertad, se espera proceder de forma semejante,
obteniendo primero la transformada de Fourier de tiempo corto (STFT), y asi ver la
posibilidad de obtener una STFT de varios grados de libertad al realizar el ensamble de
todas las ALEs del sistema variante en el tiempo.
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CAPITULO Il

2. Marco teorico

2.1.-Sistemas y sefiales

El estudio de la naturaleza y sus fendmenos, asi como la comprension de las situaciones
que se presentan bajo condiciones semicontroladas (ya que siempre hay cierto nivel de
incertidumbre), han sido motivos de estudio durante mucho tiempo.

Diversas herramientas se han instrumentado para dicho estudio, y conforme se ha
avanzado en el campo del conocimiento, estos instrumentos también han ido
evolucionando, de manera tal que los analisis hechos a los diversos sistemas cada vez son
mas complejos, completos, y por qué no decirlo, mas interesantes.

Se puede definir a un sistema como una parte aislada del universo formado por un
conjunto de elementos que operan entre si para lograr un determinado objetivo. Un
sistema presenta entradas y salidas, las cuales pasan por un proceso de transformacién (o
no). Estos sistemas pueden dividirse, en lazo abierto y lazo cerrado. Un sistema de lazo
abierto es aquel que no presenta retroalimentacion alguna. La retroalimentacién permite
reintroducir salidas nuevamente al sistema y como consecuencia pueden ser controladas.
Un sistema de lazo cerrado es aquel que presenta retroalimentacion.

ENTRADA SISTEMA |::> SALIDA

Figura.- 1 Representacion de un sistema

Los sistemas tienen subdivisiones dependiendo de las caracteristicas que presente, asi, pueden ser
de lazo abierto o de lazo cerrado, variantes e invariantes en el tiempo, lineales y no lineales, etc.

En la entrada de un sistema, podemos introducir SENALES, las cuales podemos representarlas
mediante formas diversas. El anadlisis de una sefal brinda informacion sobre el
comportamiento del fendmeno que la produce. La representacién mas adecuada para una
sefial, ha sido la onda senoide. De esta manera es posible analizar a una sefal en funcién
del tiempo, aunque también es posible hacerlo en el dominio de la frecuencia.

Los sistemas lineales, a diferencia de los no lineales, son mas faciles de identificar, ya que
se rigen por un conjunto de propiedades que facilitan dicho estudio.
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Sistemas lineales

Un sistema es lineal cuando cumple dos condiciones importantes: proporcionalidad y
superposicion. Se representa a través de una ecuacion diferencial de primer orden como
se muestra a continuacion:

y+ C1y+ Czy = ng

A continuacién se muestran las propiedades que un sistema debe cumplir para ser
considerado lineal.

PROPORCIONALIDAD.- Si para una entrada x1 corresponde una salida y1, entonces para la
entrada x2 corresponde una salida y2.

"

x SISTEMA |::> y
D
3

ax SISTEMA |:> ay
v

Figura.- 2 Ejemplo de proporcionalidad
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SUPERPOSICION: Si la entrada es x; + x, la salida debe serigualay, + y,

~
x SISTEMA |:> y
J
)
ax1 +bx2 SISTEMA |:> ayl+ay2
w

Figura.- 3 Ejemplo de superposicion

Dado un modelo:
y+Ciy+ Cy = C3x
X= XptX; y=Y1+ )
Sustituyendo :
1+ YD)+ G+ )+ G+ ¥2) = Ca(x + x3)
Y1+ Y2+ 1Yy + Gy, + Gy + Gy = C3xg + (3x;
Asociando:
(Vi + Ciy, + Coy )+ (Y, + C1y, + C2y,) = C3x1+ C3x;
1+ Ciyp + Gy = C3xy
Y2+ C1Yo + Gy, = Csxy

Se observa que se cumple que la suma de las entradas es igual a la suma de las salidas.

Sistemas no lineales

Los sistemas no lineales representan sistemas cuyo comportamiento no es expresable
como la suma de los comportamientos de sus descriptores. Mas formalmente, un sistema
fisico, matematico o de otro tipo es no lineal cuando las ecuaciones de movimiento,
evolucion o comportamiento que regulan su comportamiento son no lineales. En
particular, el comportamiento de sistemas no lineales no esta sujeto al principio de
superposicién, como lo es un sistema lineal.
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La linealidad de un sistema permite hacer ciertas suposiciones matematicas vy
aproximaciones, permitiendo un cdlculo mas sencillo de los resultados. Ya que los
sistemas no lineales no son iguales a la suma de sus partes, usualmente son dificiles (o
imposibles) de modelar, y sus comportamientos con respecto a una variable dada (por
ejemplo, el tiempo) es extremadamente dificil de predecir.

Sistemas variantes e invariantes en el tiempo

En nuestro mundo, y conforme el tiempo transcurre, todo sufre modificaciones en mayor
o menor grado. Un arbol crece a lo largo de su vida, hasta que llega a un punto en el cual
comienza a envejecer. Nosotros mismos cumplimos con dicho ciclo.

Asi entonces, todo aquello que nos rodea también cumple cierto ciclo, aunque en algunos
casos este ciclo es mucho mas notorio que en otros. Se puede decir que todos los sistemas
en general son variantes en el tiempo.

Sin embargo, y dado que por motivos de conveniencia o por establecimiento, dicha
variacion no es tan notoria, es insignificante o con valores tan minimos para el sistema,
como en un edificio (con el mantenimiento adecuado por supuesto), entonces el sistema
se considera invariante en el tiempo. Un sistema es invariante con el tiempo si su
comportamiento y sus caracteristicas son fijas. Esto significa que los pardmetros del
sistema no van cambiando a través del tiempo y que por lo tanto, una misma entrada nos
dard el mismo resultado en cualquier momento (ya sea ahora o después).

{ '
x(1) |:> SISTEMA |:> y(t)
\.. .
; ™
x(t-to) |:> SISTEMA |:> y(t-to)
.. v

Figura.- 4 Sistema invariante en el tiempo

Cada uno de estos sistemas, es decir, de acuerdo a sus caracteristicas, pueden ser
estudiados mediante diversas técnicas, modelos matematicos y teorias que nos ayuden a
comprenderlos, determinar informacién y/o poder controlarlos.
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Entre las herramientas matemadticas mas utilizadas para este analisis, se cuenta con la
serie de Fourier, la transformada de Fourier asi como la transformada corta, la serie de
Volterra y la transformada wavelet también llamada ondicula.

2.2.-Transformada de Fourier

Es una sumatoria infinita de fasores con coeficientes complejos, asociado cada uno de
ellos, a una respectiva frecuencia. Es basicamente, el espectro de frecuencias de una
funcién o sefial.

La expresion de la transformada de Fourier es la siguiente:

F(w) = jf(t)e‘i“’t dt

Esta relaciona a una funcidén que se encuentra en el dominio del tiempo con el espectro de
frecuencias que componen a dicha funcion. El espectro de frecuencias muestra los picos
de todas las frecuencias involucradas en una en la funcién conforme transcurre el tiempo.

Cuando el sistema es variante en el tiempo los coeficientes cambia, es decir, la sefial en
frecuencia.

Permite el ahorro de datos, mediante un andlisis frecuencial, para la identificacién de
armonicos indeseables para el buen funcionamiento de un sistema. Sin embargo, una de
sus desventajas es que no detecta los cambios mencionados anteriormente en los
coeficientes de cada fasor asociado.

La transformada de Fourier se utiliza para pasar al dominio de la frecuencia una sefial para
asi obtener informacién que no es evidente en el dominio temporal. Por ejemplo, es mas
facil saber sobre qué ancho de banda se concentra la energia de una sefial analizandola en
el dominio de la frecuencia.

También sirve para resolver ecuaciones diferenciales con mayor facilidad y, por
consiguiente, se usa para el disefio de controladores clasicos de sistemas realimentados si
conocemos la densidad espectral de un sistema y la entrada podemos conocer la densidad
espectral de la salida. Esto es muy util para el diseno de filtros de radiotransistores.

La transformada de Fourier también se utiliza en el ambito del tratamiento digital de
imagenes, como por ejemplo para mejorar o definir mas ciertas zonas de una imagen
fotografica o tomada con una computadora.

20



2.3-Transformada de tiempo corto de Fourier (TFTC)

Es practicamente la transformada de Fourier pero, la funcidn a transformar, se multiplica
por una funcién “ventana” cuyo periodo es muy pequefo. Mediante dicha ventana
agregada es posible visualizar los cambios en el tiempo.

Su expresion es la siguiente:

F(w) = j () w(t—1)e @t dt

Mediante los parametros de la ventana es posible diferenciar en lo siguiente: con una
ventana ANCHA se puede tener una mejor precisién en frecuencia pero un decremento en
el aspecto temporal y se presenta la situacién inversa si la ventana es muy angosta.

a) Mejor presicion en frecuencia b) Mejor presicion en tiempo
Figura.- 5 Representacion de ventanas para la TFTC
2.4.- Serie de Volterra

La serie de Volterra es la sumatoria infinita de cada uno de los operadores (H) que
representan la transformacion de una seiial y que a su vez son salidas de cada una de las
ecuaciones lineales asociadas (ALES).
o
y(© =y
0
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La serie, dependiendo de las caracteristicas del sistema a analizar, puede quedar
determinada a partir de tres modelos, utilizados para la representacidon de sistemas:
Hammerstein, Duffing o Wiener. El sistema Duffing, el cual sera motivo de estudio en este
trabajo, es el Unico que cuenta con retroalimentacién y con el cual se trabaja en este
documento. Su expresion es la siguiente:

m j n
j:O k=0

2.4.1.- Ecuaciones Lineales Asociadas (ALES)

Es posible obtener la salida de orden n de cada operador yj(t) por los modelos lineales
conocidos como ecuaciones lineales asociadas (ALEs). Cada ALE toma una sefial de orden
n en la entrada para producir otra sefial del mismo orden armdnico en la salida. Para los
osciladores Duffing la entrada esta compuesta de todos los productos de operadores de
orden inferior los cuales producen la correspondiente salida de orden n.

La manera mas facil de ilustrar esto es con un ejemplo de un oscilador Duffing de
Segundo orden como se muestra a continuacioén:

y 4+ Ay + By + C3y? = Cux

A partir de este modelo, es posible determinar, mediante el nimero de operadores
deseados para la serie de Volterra, a las ALEs de determinado orden, por ejemplo, a
continuacion se muestran las tres primeras ALEs del modelo:

Y1+ Ay, + By, = Cux
Yy + Ay, + By, = —C3y7
V3 + Ays + Bys = =2 (3Y1);

Las ALES, que también pueden ser llamadas “salidas de los operadores de Volterra”, son
los modelos cuyas salidas corresponden a cada uno de los operadores de Volterra, y que
de manera natural, por atender a un orden armadnico especifico, son lineales. Cada una de
estas ALES es obtenida a partir del Operador (modelo del sistema) y dependera del tipo de
entrada que a éste corresponda.
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Cada operador (H), también llamado KERNEL, nunca cambia y su salida y; depende de la
sefial de entrada al operador. Estos son obtenidos a partir de una convolucion.

H(w) = Jh(r)ef“’(t_f) dr

Gracias a la identificacion de la funcién de respuesta a la frecuencia y las ALES, es posible
obtener los modelos analiticos de los diferentes érdenes armodnicos expresados en el
tiempo.

La funcién de transferencia de cada ALE, que no es mads que la relacion de la entrada y la
salida para un determinado orden armdnico especifico para cada ALE, permite observar el
aporte de cada ecuacién lineal asociada a la funcidn de transferencia del operador, es
decir, el sistema.

El operador de Volterra de orden n es una funcién multi - lineal de sefiales de entrada. De
hecho, los sistemas de tipo Duffing y Hammerstein poseen una relacién lineal entre el
orden n la respuesta del operador de Volterra y las entradas compuestas de una
combinacion de orden inferior

Los operadores de Volterra son ecuaciones lineales que mapean el operador de orden n
de una excitacién del mismo orden producido por una combinacion de operadores de
orden inferior. Este conjunto de ecuaciones se conoce las ecuaciones lineales asociadas
(ALE). Estas ALEs se pueden utilizar en la simulacién, control y como una herramienta
analitica para la serie de Volterra de sistemas no lineales. La principal desventaja es que la
teoria hasta hoy se ha limitado a sistemas no lineales.

2.4.- Transformada de Fourier de multiples grados de libertad

La transformada corta de Fourier opera para funciones lineales. Considerando como
ventaja que las ecuaciones lineales asociadas (ALEs) se derivan de modelos cuyos sistemas
son no lineales e invariantes en el tiempo para cada operador de Volterra, se determinara
la transformada de tiempo corto de Fourier para cada una de estas ALEs logrando asi una
expresion general de varios grados de libertad al realizar el agrupamiento de todas las
ALEs del sistema variante en el tiempo.

Cabe mencionar que dicha expresidon cuenta con un numero de ventanas igual al orden en
el cual se estd realizando la misma transformada de tiempo corto; es decir, una funcién
ventana que afecte a cada una de las aportaciones realizadas por cada una de las ALES de
forma lineal.
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CAPITULO 11l

3. Anadlisis de la relacidon entre la funcion de respuesta al impulso unitario
asociada a las ecuaciones lineales de n-ésimo orden con el kernel de
Volterra de n-ésimo orden.

Los modelos de sistemas de Volterra(Babatunde, Pearson, Francis, & Doyle, 2002) son
aquellos de los cuales se puede obtener una serie convergente de Volterra(Schetzen,
1989). En funcién de la naturaleza de la Fuente no lineal, se pueden clasificar en
Hammerstein, oscilador Duffing y Wiener. En general este tipo de modelos se utilizan para
sistemas no lineales continuos. Se han utilizado para la identificacion, control o de una
manera similar cuando se analiza una respuesta del sistema lineal en el dominio de Ila
frecuencia utilizando su funcién de respuesta a la frecuencia (FRF), las respuestas de los
operadores de orden superior pueden ser analizadas por las funciones de respuesta de
frecuencia de alto orden (para HFRF)(Bin, Billings , Zi-Qiang, & Tomlinson, 2009).

Por definicion(Schetzen, 1989), de la FRF se obtiene de la funcion de respuesta al impulso
unitario. De la misma manera, los HFRFs se obtienen de los Kernel de Volterra que son la
respuesta de impulsos n-ésimos unitarios en diferentes momentos.

La salida de un operador n-ésimo de Volterra puede obtenerse de las ecuaciones lineales
asociadas (ALEs) (Vazquez Feijoo, Worden, & Stanway, Associated Linear Equations for
Volterra operators, 2005). Aunque las ALEs trabajan con una entrada de orden n para
producir una salida de orden n, en realidad son modelos lineales como se ha demostrado
en (Vazquez Feijoo, Worden, & Stanway , System identification using linear equations,
2004). Esto significa que de cada ALE es posible obtener una FRF lineal de n-ésimo orden.
Esto implica que debe haber una respuesta al impulso unitario de n-ésimo orden (al
menos en teoria) para la correspondiente FRF. En este trabajo se ha obtenido ya la
relacion entre las ALEs y su respuesta al impulso unitario de orden n con el kernel de
orden n como resultado como se muestra a continuacion.

Kernels y funciones de respuesta a la frecuencial de los osciladores Duffing

La funcion de Respuesta a la Frecuencia

La salida de cualquier Sistema lineal puede ser obtenida como una convolucion de la
forma
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y(t) = ffooo h(Dx(t — 1) dt
(3.1)

Donde h(t) es la funcidon de respuesta al impulso unitario y x(t) como entrada del
sistema. La definicion formal de la funcién de respuesta a la frecuencia (FRF) es:

H(w) = %ffooo h(t)e T dr (3.2)

Por lo tanto, la FRF es la transformada de Fourier de la funcién de respuesta al impulso
unitario.

Sistema Oscilador Duffing

De manera general, un Sistema oscilador Duffing puede ser descrito como:

x() =X D (a;jy) + Xi—o bry*
(3.3)

Donde x(t) es la entrada del sistemay y(t) la salida . D’ es el operador derivativo de orden
m. En el diagrama (Figura 1) puede observarse que el oscilador Duffing es de hecho un
Sistema lineal con una retroalimentacién polinomial de la salida del sistema.

x(1) y(n

H —

k
X (0)

Figura.- 6 El oscilador Duffing

Este es un Sistema no lineal que produce armoénicos en la salida del sistema debido a
las frecuencias de entrada.

Funcion de Respuesta a la Frecuencia de orden superior

La salida de un oscilador Duffing puede ser obtenida en la forma:

y(®) = X¢ yi (t) (3.4)
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Esta forma de expresar la salida del Sistema es llamada Serie de Volterra. Cada yi(t) es
la salida de un operador arménico de orden n. El Sistema completo (un operador en si) se
cambia por una serie de operadores de un particular orden armdnico n. De manera similar
en gue una funcién de respuesta al impulso unitario se define para un Sistema lineal, para
cada operador puede ser definido un kernel de orden n de tal forma que la salida de la
serie de Volterra puede ser obtenida como:

y;(®) = fjooo fjooo ff; s f_oooo hj(rl,‘rz,r3, ....Tj,)x(t — Tt =Tyt — T3, e t—
‘r]-,) dr,dt,dt; ... d7;
(3.5)

Un kernel hj(....) es el equivalente de la funciéon de respuesta al impulso unitario para
sistemas lineales. Esto es, la respuesta del Sistema cuando se aplican n impulsos unitarios.

La transformada multidimensional de Fourier del kernel de orden n proporciona la
definiciéon de la Funcién de Respuesta a la Frecuencia de alto orden (HFRF) como se
muestra a continuacion:

Hj(a)l,a)z,w3, ....,a)j) =
%fjooo I g2 i J Ri(T1, T2, T3 e Ty, e T T TIOT2 @i Ts | emiTid T, dT, d Ty .
(3.6)

No todas las HFRFs son simétricas respecto a sus argumentos (frecuencias). La HFRF se
simetriza promediando todas las posibles permutaciones.

Ecuaciones Lineales Asociadas

Es posible obtener la salida de orden n de cada operador yj(t) por los modelos lineales
conocidos como ecuaciones lineales asociadas (ALEs). Cada ALE toma una sefial de orden
n en la entrada para producir otra seial del mismo orden armédnico en la salida. Para los
osciladores Duffing la entrada estd compuesta de todos los productos de operadores de
orden inferior los cuales producen la correspondiente salida de orden n.

La manera mas facil de ilustrar esto es con un ejemplo de un oscilador Duffing de
Segundo orden como se muestra a continuacién:

j+ Ay + By + C3y% = Cux (3.7)

Sustituyendo (3.4) en (3.7) y separando para cada orden armonico, tenemos:

Y, + Ay, + By, = —C3y7 (3.9)
V3 + Ays + By; = =2 (3y1Y; (3.10)
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Debido a que cada ecuacidn es un modelo lineal, de acuerdo con (3.2), cada ALE posee
una FRF que puede ser calculada a partir de una funcién de repuesta al impulso unitario:

Hygjy(@) = = [ hyy()e % dr (3.11)

El subindice “1” indica solamente que la FRF es para un modelo lineal, el subindice “j”
entre paréntesis indica el orden del armdnico de entrada-salida.

La relacion entre el Kernel de Volterra (3.5) y la funcion de respuesta al impulso unitario
correspondiente a las ALEs de orden n (3.11) es parte del objetivo del presente trabajo.

Obtencion del Kernel de orden n a partir de la respuesta al impulso unitario.

(Caso del segundo orden armoénico)

3.1.-Sistema Duffing

Es posible obtener la salida de orden n de cada operador de Volterra yj(t) por los
modelos lineales conocidos como ecuaciones lineales asociadas (ALEs). Cada ALE
representa a una sefial de orden n (salida).

La salida del operador de Segundo orden puede ser expresada en funciéon de sus
operadores como sigue,

y2(t) = Ha[x(1)]
La salida del Segundo orden de acuerdo con (3.5) es:
y2(t) = ﬂjooo hy (71, 2% (t — T)%, (E — 72) dTydT,  (3.12)
Donde xj(t) son componentes armdnicos de la sefial de entrada x(t) de modo que:

y2(t) = ffjooo h, (11, 7)€ @1 E"Telw2(t7T2) g, 4, (3.13)

Extrayendo las constantes de la integral tenemos:
y,(t) = elwitegiwat ff_oooo h, (t1,7,)e (@1t~ i02%2 g d7, (3.14)

27



La ecuacion anterior muestra una transformada de Fourier de Segundo orden y, por lo
tanto, la HFRF es de Segundo orden(Bin, Billings, Zi-Qiang, & Tomlinson, 2009):

y2(t) = ei(w1+w2)tH2 (w1, w3) (3.15)

Considerando (3.9), y aplicando la prueba arménica(Worden, Manson, & Tomlinson,
1997):

y2(t) = Hip)(w; + wy) * Hy (1) Hy (w;)el(@rt@)t (3.16)

Sustituyendo en (3.15) obtenemos,

H; (wy,w;) = Hyp)(w; + wy) * Hy(wy)Hy (w3) (3.17)

Usando (3.14) y, escribiendo las FRFs en funcién de la respuesta al impulso unitario:

ff_z hy (14, T,)e i @1T1+02T2) dr dr, = f_Z Ry (z) e~ @1t @)Tgy fjom hy(ty) e"i171dr, fjooo hy(1,) e"i@2T2dr, (3.18)

Derivando (3.18) respecto de los retrasos 7; y T,:

hy(t1,72) = [ iy (@Dhy(ty — Dhy(r, — 7) dt (3.19)

Esta ultima ecuacién muestra la relacion entre el kernel de Segundo orden y la funcién de
respuesta al impulso unitario de segundo orden. Resulta ser la convolucién de la funcién
de respuesta al impulso unitario con los retrasos de las componentes de entrada.

Relacién generalizada

En este momento es conveniente recordar que para los osciladores Duffing las entradas
de alto orden armdnico de las ALEs, son productos de bajo orden de los operadores de las
salidas, por ejemplo, para Segundo y tercer orden las ALEs son:

y?2 (ALE de entrada de Segundo orden)
y3 e y,y, (ALE de entrada de tercer orden)
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Para el cuarto orden se tienen tres términos y asi sucesivamente. Se puede considerar que
para el Segundo orden hay dos operadores, cada uno, para cada término de segundo
orden de entrada. Por lo tanto, existen también dos diferentes funciones de respuesta al
impulso unitario, una para cada término. Esto es cierto para los operadores de orden
superior, por ejemplo el cuarto orden puede ser dividido en tres operadores. Esta division
no tiene problema ya que todos son operadores lineales trabajando en el orden arménico
n. Todas las sefiale de salida de orden superior contienen la respuesta de y{ de lo que se
puede determinar (3.19) como:

hn(t1,72,T3, 0, Tp) = f h1(n)(T)h1(T1 —Thy(1; — 1) hy (13 — 1) .. by (T, — T)dT

(3.20)

Se debe observar que no importa el orden del Kernel ya que es necesaria Unicamente una
convolucién de la respuesta al impulso unitario correspondiente al n-ésimo orden de las
ALEs. La formula general debe de considerar todas las posibles combinaciones de los
kernel de bajo orden que deben ser considerados en la convolucién de orden n. La
expresion general es:

G r(sl) rei

hp(T1 ) T2, Tgy eeey Ty) = fhl(n)(‘[) z Z i z Z hll(Tl T,,Ty — ""Ti1_T)

oo Is=lg—1
hiz(Ti1+1 T Ti42 = T Tipgiy — T)hiz(Ti2+i1+1 T Tiytig42 = T o Tigbip4iy — T) hn_zz;; ik(...,‘l.'n - T)d‘['

(3.21)

donde p es el numero de factores (kernels), F es la funcidon “floor”. Es importante
considerar que el denominador de la parte superior de la sumatoria debe de tener por lo
menos un valor igual a 2.

3.2.-Sistema Hammerstein
Si:
Y2 = [[7 ya(ty, t5) 8(t — t,)8(t — t,) dtydt, (3.22)
Y considerando que y,(t) = y, (¢, t)
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Y2(11,T2) = ff_ooo:o hy (14, 7,) e/ 01Tl 02(t-T2) gt dt, (3.23)

V2 (t1,7,) =/ @14 0 ([P 7 p) (1), 7,) eI @rTit 02Ty, dT,  (3.24)

De lo anterior podemos expresar que:

Y2(11,72) = Hy (w1, w,) e/ @1t @2)t (3.25)

Si se tiene que:

V() = [ Ry (Dl @10t gp (3.26)

Entonces:

Y (t) = ef @1t @t [* b o) (e /@it gg (3.27)

Y por lo tanto:

Y2() = Hygy(wy + w,)el (@t @2)t (3.28)

Considerando (3.25) por medio de (3.22)

y2(t) = ffjooo H, (w1, 02)8(t — t1)8(t — t;)e/ (@1t @2t dr, d,

yo(t) = el (@1t w2)t ffjooo H; (w1, w2)8(t — t1)6(t — t3) dt1d7,
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Sustituyendo en (3.28)
el (@1t wz)t ffjooo Hy (w1, wp)6(t — t1)8(t — tp) d1,dT, = Hy(2)(wq + w,)el (@it w2t
Eliminando los términos exponenciales, obtenemos:

ﬂ_oooo Hy (W, w2)8(t — t1)6(t — t;) dtydT, = Hyp)(w1 + w3)

(3.29)

Extrayendo:
Hy (w1, 3) ffjooo 8 (t —t)6(t — tp) dr1dt, = Hy)(w1 + @3)

(3.30)
Y por lo tanto:

Hy(wq, w3)= H1(2)((U1 + w,)
(3.31)
Si: y(t) = fjooo hy (1)e/®t=D dr

yhi(z) = 6 (1)
Entonces:

y(t) = J 5 (1)e/@t=D qg

y(t) = ej“’tj § (e ¥t dt

(3.32)
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y(t) = el®te /@7 4r

Siendo entonces:
e/ = Hs(w)

(3.33)

Si:
Hy(wq, w3) = H1(2)((U1 + wy)Hy (wq)Hy(w3)

(3.34)

Sustituyendo (3.33) en (3.34), la ecuacién (3.31) ahora sera:

Hy(wq, wp) = H1(2)((U1;+w2)H6(0)1)H5((U2)
(3.35)

Reescribiendo en funcién de respuestas a impulsos unitarios y la parte conveniente de la
igualdad (3.32) tenemos que:

ff_oooooo hZ (Tll TZ) e_j(w1T1+ wZTZ)d‘EldTZ =

o h @e /@t @t dg [7 8 (z)e /o™ duy [ 8 (1)e /@™ dry

(3.36)

Reescribiendo:

ﬂ hy(T,, 1)) e/ (@1Tat @2Th) g7 dT)

- fff hi(z) () /@1t @207 dr§(ty)e /9™ d1§(1,)e /92" d,
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Y considerando que:
Ta=T1+ 7T
T, =T+ T
Entonces:

TL=Tg— TYT, = Tp— T

Por lo tanto:

ffjomoo hy(14,Tp) dTodT,= fff_oooo hiz) (D)6(tq — 1)6(1p — T) dt dt, dT)

Derivando con respectoa t, ¥ Tp

ho (T, ) = [ ., iy (08 (14 — T)8(zp — TdT (3.37)

Entonces, si 7, # Tp:
hZ(Ta'Tb) =0
De forma general, si 7, = 1}, tenemos para cualquier orden:

hy (T, Ty e Ty) = ffooo Ry (0)6(t, — 1(tp — 1) ... 8(1,, — T)dT

(3.38)
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Considerando que para 6rdenes superiores a dos el kernel de orden n puede ser funcién
de otros kerneles de orden inferior, se tiene

Mn(ay, az, .o, Gny1, by, by, e bn+1:T1'T2; Tn+1) =
_ FC) F( )
p=n p-1 P 2 2
o rlf r]l(n)(an+1,bn+1,'[) p=1 Z Z Z . Zz =i, Thl(al,az, .....,al‘1+1,b1,b2,.....bi1+1,T_T1,T_T2,....
T Til)h'i3( T Titigy 0 T Tigtige2r T Ti1+i2+i3) T]n Zi :lk(al, Ay, eevvy Aty bl' bz, e bn+1,T -
T1) =Ty eeee e T — ‘L'n) dr(339)

n—i—j—.

3.3.-Simulacidn del kernel de segundo orden de un sistema oscilador
Duffing.

Dado un modelo Duffing de la forma

y+ 2dw,y + w2y + Azy? = Ajx (3.40)

Se realiza la correspondiente separacidon de érdenes, es decir, determinar las ALES
correspondientes. Las ales que nos interesan son las primeras dos. De esta forma tenemos
que:

Vi + 2dw,y; + wiy, = Ax (3.41)
Yy + 2dw, Y, + wiy, = —Azy? (3.42)

Y a partir de cada una de las ALES anteriores, es posible determinar, mediante la prueba
armonica, la correspondiente funcion de respuesta a la frecuencia (FRF) tal y como se
muestra:

Aq
—w?+ 2dwy, 0w+ w2

Hi(w) =

(3.43)

—(w1+ w2)2+ 2dwp (Wi + wy)+ w3

H1(2)(<U1 + (1)2) = (344)

Recordando, como se menciond en ecuacion (3.2), la FRF es la transformada de Fourier
de la funcién de respuesta al impulso unitario.
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Figura.- 7 FRF del sistema
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H12
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Figura.- 8 Area de influencia del operador Hy

Y como se menciond en (3.17)

H; (w1, w;) = Hyp)(wg + wy) * Hy(w1)H;(w5)
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La grafica de h, es:
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Figura.- 9 Area de influencia del operador H,

hy(ty,73) = j h1(2) (Dhi(ty —1)hy (12 — 1) dt
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sk 10 kernel de segundo orden

desplazamiento {m)

0 1 2 3 4 5 6 7
tiempo (seq)

K
n

Figura.- 10 Kernel de sequndo orden

Se debe observar que no importa el orden del Kernel ya que es necesaria Unicamente una
convolucién de la respuesta al impulso unitario correspondiente al n-ésimo orden de las
ALEs.

Considerando ah; y que hg= hjen producto por h, , el calculo de h, se puede realizar
también por convolucioén.

hges el producto de h  al cuadrado que es con quien se va a convolucionar hy )

hy=hy () *hs (3.45)
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Teniendo entonces como resultado:

hy = h,  (3.46)

« 1ifespuesta al impulso unitario del ALE de primer orden

T T T T T
E . i
= SRS - SR S SO o O
b= :
& :
= : o i
o :
4 :
o :
o I R I e I SRR e i R R R R R _
(0 : 3
) :
o :

] ] 1 ] i

2 3 4 5 B Z

tierpo (seq)

Figura.- 11 Respuesta al impulso unitario de la ALE de primer orden
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desplazamiento (m)

v 10° el cuadrado de el impulso unitario

13 T T .r ! ! T
1 ...................................................................................... -
; i i i ; i
1 2 3 4 5 B 7

tiernpo (seq)

Figura.- 12 Impulso unitario elevado al cuadrado
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y 10°kernel de segundo orden obtenido por convolucion
2.5 T 1 T T T I

0.5 .

desplazamiento (m)
(]
1

15 i
&) i
_25 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
tiernpo (seq)
Figura.- 13 Kernel de segun orden por convolucion
CAPITULO IV

4. TFTC multidimensional

La Transforma de Fourier de Tiempo Corto (TFTC) debe utilizar ventanas para seleccionar
los tramos de la sefial de entrada que influyen en la respuesta del sistema de cierto orden.
Por ser la ventana mas comunmente usada, se hara uso de la ondicula Illamada
“Sombrero Mexicano”. La forma en que cada tramo de la seial influye en la respuesta del
sistema en cierta regién del tiempo va a ser encontrada en base a la relacién kernel-
repuesta unitaria encontrada en la seccién anterior. La TFTC permitird definir la
importante funcidn que aqui se denominara “Funcion de Respuesta a la Frecuencia de
Tiempo Corto” (FRFTC) cuya interpretacion es totalmente equivalente a la comun FRF para
sistemas no lineales invariantes en el tiempo.

4.1.- Programacion de la TFTC para sistemas lineales

La transformada de Fourier nos permite descomponer una sefial en una suma
infinita de fasores. Cada uno de ellos se distingue por un coeficiente complejo asociado a
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una frecuencia. Asi, la sefial representada por estos coeficientes complejos se conoce
como la seiial en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, si el sistema varia en el tiempo,
entonces los coeficientes de los fasores cambian, es decir, la sefial en frecuencia.

La transformada de Fourier no detecta estos cambios en el tiempo, por ello se le
afiade una funcién “ventana” que nos permite visualizar los cambios en el tiempo. A esto
se le llama Short Time Fourier Transform (STFT) o transformada de Fourier de tiempo
corto (TFTC). La limitacion de esta transformada depende del ancho de la ventana; de tal
forma que para una ventana muy ancha podemos ser precisos en frecuencia pero
tendremos limitaciones en tiempo y viceversa.

En la descripcion de la TFTC se usa una funcién auxiliar cuya definicidn es:

fo@®) = f(©)6(t —b) (4.1)

En donde la funcion f(t) es la sefial de entrada y la funcién @(t — b), es lo que se conoce
como ondicula. Aunque se han desarrollado diversas ondiculas, como primer
acercamiento a la TFTC multidimensional, se usarad una de las ondiculas mas utilizadas
denominada “Sombrero Mexicano”. Esta ondicula opera como una ventana imperfecta, ya
que no es uniforme a lo largo de su ancho de banda. Con esto se pretende poder conocer
la respuesta des sistema no lineal a través de los cambios temporales del sistema.

La TFTC es en realidad la TF de la funcién fy(t) de la ecuacion 4.1

Wy fab) = [ fr(De @t dt (4.2)

Definiendo,

¥, , =0(at—b)e (4.3)

Se obtiene la clasica definicion de la TFTC,

Wy flab)= [* fO)P,,tdt (4.4)
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4.1.1.-Definicion de ondicula

La ondicula llamada sombrero Mexicano

Una funcidon Gaussiana es una funcién de distribucion de probabilidad dada por la
siguiente ecuacion,

(x—w)?

1 _
f() = A 20?

(4.5)

Su segunda derivada negativa normalizada se denomina ondicula de Ricket que por su
forma gréfica se le denomina sombrero mexicano. En el caso unidimensional, la expresidn
matematica es,

(4.6)

2
2 (x—p)? CRID)
0o, ) = —— (155 ) e 27
— (o}
V3om4
Donde la varianza oy la media x determinan el ancho de la ondicula y el punto donde se
centra respectivamente. Dada una sefial a analizar, nos permite seleccionar la regién en el
tiempo en la que nos queremos enfocar y que tan ancha es la regién que deseamos
analizar, véase Figura 4.1.

Puede verse en la Figura 4.2 la ondicula de sombrero mexicano en el dominio de la
frecuencia. Se puede observar que el cambio de media x no afecta a la ondicula, pero su
ancho determinado por la varianza o si afecta su magnitud y su ancho de banda

La ondicula Ricker con diferentes varianzas
T T T T T T T T T

04F T

La ondicula Ricker con diferentes medias
0.25 T T T T

L \ J
02 [ ol

02
o1 ||

005 | 01

Funcion Ricker

Funcion Ricker

-0.05

-0.1 ¢

50

Figura.- 14 La media B y la varianza B permiten controlar como la ondicula cubrird alguna region

especifica.

100

150

200

tiempo (seg)

L
300

-0.1F

220 225 230 235 240 245 250 255 260 265 270
tiempo (seg)
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La ondicula de Ricker o sombrero mexicano en el dominio de la frecuencia La ondicula de Ricker y su bio en la fr ia al iar la varianza
4 T T T T T T 4 T T T T T

magniud del espectro
N
magniud del espectro

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
frecuencia (seg) frecuencia (seg)

Figura.- 15 La ondicula sombrero mexicano. a) Como cambia cuando la media cambia b) cuando la
varianza cambia

4.2.-Descripcion del kernel de alto orden afectado por la ondicula

Si sabemos que, en el caso particular de segundo orden de un Oscilador Duffing:

hy(T1,72) = f_oooo hiy(@hi(t1 — hy (7, — T)dT (4.7)

Se observa que el segundo kernel estd compuesto de tres impulsos unitarios. Cuando
hablamos de un sistema cambiante en el tiempo, tenemos el problema de que la integral
mostrada en la ecuacién (4.7) posee impulsos unitarios cambiantes en el tiempo. Al ser
una seial por analizar, no sabemos exactamente en qué punto puede estar cambiando,
por lo que es necesario establecer una zona relativamente arbitraria de accién de cierta
respuesta de impulso unitario en alguna regién del tiempo determinada. Por lo que
podriamos definir una respuesta al impulso unitario variante en el tiempo haciendo uso de
una ventana como,

ni(a,b,t —t) = hy(t —1)0(a,t — b) (4.8)

Donde [z no necesariamente estd en la misma regién donde la ondicula es distinta de cero
(alrededor de b). Es decir, solo representa la fraccién reminiscente de la respuesta ain no
incluya el momento en que se produce el impulso unitario. Basandonos en esta definicion,

44



la ecuacidn equivalente a la 4.7 deberd contemplar estos cambios en las respuestas
lineales, entonces se tendria

J. hi)(Why (1 —)0(ay, t — by)hy (1, — 1)0(az,t — by)dr

esto representa la respuesta a solamente dos momentos de los impulsos unitarios, es
decir a las condiciones de la sefial alrededor de un tiempo especifico. Hay que considerar
que aun la respuesta de segundo orden puede estar afectada en el tiempo debido a
cambios en su repuesta lineal. Por tanto el segundo orden también serd valido en
solamente un momento especifico y por tanto se tendra que hablar de:

nz(ay, az, as, by, by, b3, 71,72, 73)
(o)

= j hy2)(WB(as, t — b3)hy(r1 — )B(ay, t — by)hy(t, — 7) B(ay, t — by)dr

(4.9)

Vialido uUnicamente para las regiones en el tiempo definida por a3 y bz debido a las
respuestas al impulso unitario en las regiones definidas por ai1,b1y az,b,. Por el uso de la
ecuacién 4.8, la ecuacién 4.9 puede ser expresada

[oe]

n2(aq, a3, as, by, by, b3, 14,72, 73) =f TI1(2)(a3,b3.T)771(a1.b1.T—T1)TI1(a2,bzyT—Tz)dT

(4.10)

En un sistema continuo en el tiempo, la relacidn entre la salida de segundo orden
y,(t1,t,) y el kernel de segundo orden h, (74, T,) es puramente formal ya que
numéricamente son iguales. Esta relacion se establece a través de los impulsos unitarios

como sigue:
V2 (ty, t3) = fffooo hy (71, 72)8(t; — 11)8(¢; — 72) dtyd7, (4.11)
Debido a la naturaleza del impulso unitario §(t — T ) solamente cuando t1=t2 existe

contribucién al area bajo la curva, por lo que la ecuacidn de arriba puede reducirse a,
Y2(0) = 2 (t,6) = [I7 ha (71, 72)8(t — 1,)8(t — 1) d7yd7, (4.12)

Sin pérdida de datos. Podriamos pensar en algo similar para sistemas cambiantes en el
tiempo. Una ecuacion equivalente a (4,11) seria,
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y2(ay,az, az, by, by, by, ty,t;) = fffomnz(%'az'a3:b1'b2'b3'T1'T2)5(t1 — 11)8(t; — 13) drqdr,
(4.11)

Conteniendo las componentes de la sefial extraidas de las regiones que la ondicula
restrinja. Finalmente,

v2(ay, az, az, by, by, bz, t) = ff_(:o n2(aq, az, as, by, by, b3, 71, 72)8(t — 11)8(t — 15)d11d7,
(4.12)

La sefial total de segundo orden es entonces,

yZ(t) = Z?ZEZ? yz(ajﬂakﬂaiﬂ bj!bkﬂbil t) (413)

Donde n es el total de ondiculas utilizadas para cada operador lineal (Todos los
operadores lineales usan las mismas ondiculas y por tanto todas las sumatorias tienen n
elementos.

Utilizando el mismo procedimiento de la seccidon anterior se puede obtener la relacién
entre el kernel de segundo orden variable en el tiempo vy la respuesta al impulso unitario
variable en el tiempo del segundo ALE. Similar a la ecuacion (3.38)
n2(ay, az, asz, by, by, b3, 74, 75) =
[ee]
f_oo N1(2) (as, b3, t)n1(aq, by, —71)n1(ay, by, T—7,)d1(4.14)
Lo aqui expuesto puede extrapolarse a cualquier orden n superior. El kernel de orden n

para sistemas variantes en el tiempo como funciéon de puras respuestas a impulsos
unitarios puede definirse asi,

nn(al, az, ey an+1, bl’ bz, . bn+1,T1, Tz, . Tn) =
f_oo N1 (@ns1, bne1, T IN1(ay, by, T=T1) won e o N1(@n, by, T — 7)dT (4.15)

Los kerneles de orden superior pueden ser funcién de,

nn(al, az, . an+1, bl' bz, . bn+1,T1, Tz, PP TTL+1) =
f_oo N1(n) (@ns1bns1, T IN1(aq, by, T—71) v e, N1 (@, by, T—Tp)dT (4.16)

Considerando que para érdenes superiores a dos el kernel de orden n puede ser funcion
de otros kerneles de orden inferior, se tiene:
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T’n(al, Ay, e ny Apy1s bl,bz, . bn+1,T1,T2, Tn+1) =

ety —
o _ O FC) _FC)

n! p=n P p—1 p—2 2 — —_
P f_w 1) (@ns1, bny1, T 207 Zilzl Zizzl Zigzl Zis:ts_l Ni, (‘11:‘12’ o Qi 41, D1, by e Dy 41, T—Ty, T T, e
T_Til)hi3 (r = Tippiy 0 T Tippigpr T~ ‘ri1+i2+i3) w1 i: i\ (al, Ay, e, Ay bl, bz, e bn+1, T—

T1) =Ty ee . T — Tpy) d7 (4.17)

4.3.- Obtencidn de la Funcidn de Respuesta a la Frecuencia de Tiempo Corto FRFTC para
Ecuaciones lineales asociadas (ALEs) de orden “n

La ecuacion (4.12) es una doble convolucion, sea,

o]

— 0o

y2(ay, az,as, by, by, b3, t) = j (f n2(ay, az, as, by, by, b3, 11,72)8(t — 74)6(t — Tz)dT1) dt,

(4.18)

La transformada de Fourier bidimensional puede separarse en integrales diferentes

Fft,ty) = fjooo(fjooof(tptz) et dt,) emi@2t2 dt, (4.20)

O sea,

o

Ff(ty,t) = f F f(ty, ty) e"@2t2 dt,

—00

(4.21)
De la ecuacién 4.18 , separando ten t; y en t,:

F yo(ay, az, as, by, by, b, ty, t5)
= f (f n2(ay, @y, as, by, by, b3, 71, 72)8 (8 — 11)8(t; — 1) e~ 191t dt1) e~loztz dt,

La integral interna es una convolucién y por tanto su transformada es un producto de
transformadas
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o

F y,(ay, az, a3, by, by, by, ty, t5) =J- (f

—o0o

Ny(ay,az,az, by, by, bs, ;) e @185 (t, — Tz)) e~iwat2 gt,

(4.22)

Donde en esta integral la transformada del impulso unitario es:

F&(t—1)= et

Y el segundo impulso unitario 6(t, — 7,) es una constante que salio fuera de la integral.
Volviendo a integrar (4.22)

— —iwqty ,—lwyt
F y,(ay,az,a3,bq, by, by, ty,t3) = Np(ay, az, az, by, by, bz, wy, wy)e ™ 1f1e 710252

(4.23)
Si la transformada de y, se denota como y, (a4, a,, as, by, b,, b3, w,, w,) se tiene:

¥2(ay,ay, az, by, by, by, w1, ;) = Ny(ay, ay, az, by, by, bs, wy, wy)e™ @1+ ©2)¢(4.24)

Ya que solo se consideraque t; =t, =t

Donde N,(a4,a,,as, by, by, b3, w1, w,) es la funcién de respuesta a la frecuencia de
tiempo corto, la cual queda definida, pero aun no se ha obtenido una expresion explicita;
para esto retomemos la expresion 4.14 y obtengamos su transformada de Fourier:

Ng(ay,az, as, by, by, b3, wq, w,)
[ee]

= fjf N2y (as, bs, N1 (a1, by, T — 1)1 (az, by, T — 7y)e 9117022 dy dT, dT

Esta ecuacidn se puede reacomodar con la sustitucion siguiente:

Ta=1T,—T
T, =T1— T
Se obtiene entonces:
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Na(alt az, az, bll bZl b3' w1, 0)2) = J-J-f M) ( as, b3. T)T]l (alr bl: Ta)Th (az, bz, Tb)e_iw1(1b+‘[)e_iw2(rb+ 2 dt d‘l,'a d‘[b

Separando las integrales:

Ng(ay,az, as, by, by, bs, wyq, w,)
[ee]

N f M2 (a3, bs, e @1t @)t f M1(ay, by, 75) €7 101%a f n1(az, by, Tp,) € 710270

Integrando:

Ng(ay,az, as, by, by, bs, wy, w,) = Ny(z)(as, by, wg + wy) Ny(aq, by, wq) Ni(ayz, by, w,)
(4.25)

Por la férmula 4.8, aplicando la transformada de Fourier

Ni(a,b,w) = Fny(a,b,t — 1) = F(hi(t —1)0(a,t — b))

O sea,
N1(a, b,w) = fhl(t —1)@(a,t —b) e~ lwt g

Como también puede considerarse a “b” una constante una convolucion, la solucion es:
Donde
N;(a,b,w) = H;(w)®(a,b,w)
(4.26)

@(a, b, w)es la transformada de Fourier de la ondicula. Sustituyendo en 4.25 se tendria:
Ny(ay,az, as, by, by, by, w1, w;) = Hyz)(wy + w2)@(as, b, w; + wy) Hy(w1)B(ay, by, w1) Hi(w2)B(az, by, w,)
Reordenando:

Ny(ay, az, az, by, by, by, w1, w;) = Hyz)(wy + wo)Hyi(w1)H(w2)08(as, bz, wq + wy)B(ay, by, wq) B(az, by, w,)
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Lo que da por consecuencia:

Ny(ay, a3, a3, by, by, b, wq, w,) = Hy(wq, w)B(as, bz, wy + w,)B(ay, by, w,) B(ay, by, wy)

(4.27)

Por lo que se puede generalizar que la FRFTC de orden “n” esta relacionada con su

correspondiente FRF por:

19(a;, by, w)

n
i=

Hn((‘)l'(‘)z wn)®(an+1'bn+1r(‘)1 t+wy + -+ (‘)n)n'

Ani1 bpy1, 01, 03 o @p)

N, (aq, by, az, by, ...

(4.28)

Como H, (w4, w, ... w,), estd compuesto por puras H;(w) tiene componentes de HFRF’s
distintos de primer orden, las @'s(w) deben estar acorde con las componentes

H;(wq, wy ... w;).

4.4.-SIMULACION DE UN MODELO OSCILADOR DUFFING

4.4.1-Sefal a analizar

La sefial proviene de un sistema variante en el tiempo- Manteniendo los pardmetros de éste

constantes tenemos lo siguiente:

YR PRI

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

DEde |k

CON PARAMETROS CONS

10
tiempo(s)

o s o & ] ¥

Figura.- 16 Sistema con pardmetros constantes
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Al variar los parametros del sistema, como la frecuencia tenemos

indow  Help
2 0E DO

File Edit View [nsert
Dads|h|R

Tools Desktop Wi
LODE A

MODIFICANDO WNV Y VW

10
tiempo(s)

Figura.- 17 Sistema con variacion en frecuencia

Variando el coeficiente de amortiguamiento

indow  Help
208 en

Tools Desktop Wi
LM OE A

Fle Edit View Insert
DSES| KK

MODIFICANDO EV Y VE

Figura.- 18 Sistema con modificacion de amortiguamiento

51



Se observa entonces que variando los parametros del sistema, su respuesta varia en el tiempo

File Edit View lnset Tools Desktop Window Help >

DEEHS K AVODELAL- 2 0B |nDO

x10° MODIFICANDO D1

I Il M | HIIH |
AN

e
LA

salida (y1)
=

IH
i

10
tiempo(s)

Figura.- 19 Respuesta del sistema con variacion de pardmetros

De los modelos de Volterra, el modelo Duffing tiene una retroalimentacién de la sefial de salida lo
cual hace que el sistema sea no lineal. Para este trabajo se utilizé6 un modelo Duffing de 22 grado.

RUIDO BLANCO DE BANDA LIMITADA

La sefial de entrada al sistema, seleccionada o apropiada para la realizacion del presente trabajo,
fue el llamado “Ruido blanco de banda limitada”. Este tipo de “sefal” contiene todas las
frecuencias, y todas estas tienen la misma potencia, mostrando valores sin ninguna relaciéon unos
con otros, lo cual es adecuado para observar el comportamiento del sistema. Sin embargo es
limitada por los valores de dt y T utilizados, dando como rango de frecuencias a utilizar desde
omega minima hasta omega mdaxima, calculadas como se muestra:

dt = (2)(m)(3000)
T es el periodo de la funcion, el cual esta definido de acuerdo al tiempo utilizado para el evento

La frecuencia minima utilizada es determinada en funcién del periodo:

omega minima wy, = (2)(m)/T
y la frecuencia maxima

omega maxima wy,q, = (2)(m)/dt

El nUmero de elementos “n” tendrd un valor de 1000 y los valores constantes de { y ¢ son:
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¢ =0.001
¢ = 25x10°

t es igual al tiempo.

Para obtener los coeficientes de la sefial de ruido blanco, se utiliz6 el comando RAND en el
software MATLAB. Los valores de los coeficientes del vector de valores aleatorios, generado por el
comando RAND, nos da un nimero “n” de valores comenzando desde O hasta 10 (de igual forma
esta cantidad de 10 es aleatoria), siendo entonces la orden utilizada:

R = 10(rand[1,n]; R

Esto nos genera entonces 1000 elementos, (siendo el valor de n=1000), aleatorios entre cero y el
numero 10. Estos 1000 elementos son los coeficientes de cada una de las frecuencias existentes
en el rango limitado por omega minima y omega maxima calculadas para el presente trabajo.

La sefal de entrada es generada sera llamada “x” y es representada mediante la sumatoria
siguiente:

n

x(t) = 2 x;Sen(w, t)

1=1

estando conformada por la sumatoria de 1 hasta “n” de igual nimero de senoides acompafiadas
ya por sus respectivos coeficientes generados en anteriormente.

La grafica del ruido blanco de banda limitada generado, la cual es nuestra entrada al sistema o
tambien llamada como la entrada al operador de primer orden, se muestra a continuacion:
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ENTRADA DEL SISTEMA

-100

-150

0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
tiempo (seq)

Figura.- 20 Sefial de entrada al sistema

ALES DEL DUFFING Y SU SOLUCION EXACTA

Las ecuaciones lineales asociadas (ALES) trabajan con una entrada de orden “n” para producir
una salida de orden “n”. A partir de cada ALE es posible determinar una funcién de
respuesta a la frecuencia (FRF).

La FRF correspondiente a cada ALE involucrada en el analisis del sistema, es utilizada para
determinar la solucion EXACTA de cada una de las ALES, es decir, su respectiva salida de

w,”
n-.

orden

A partir del modelo Duffing de segundo orden, el cual tiene la forma:
j+ Ay + By + C3y% = Cux (1a)

Es posible determinar las respectivas ALES de primero y segundo orden:
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V1 +Ay; + By, = C,x  (2a)  Ale de primer orden

y, + Ay, + By, = —C3y? (3a) Ale de segundo orden

Siendo las respectivas FRFs de estas Ales, calculadas a partir de la prueba arménica:

1
H, (w) = w2 +2i{ Wy +wn? (A)
H = £ (8)
1(2)((01 + wz) - (w1+w2)2+2i(wn+wn2

Determinando la solucidn exacta entonces para cada ALE tenemos que:

(0]

yi(t) = f Hy(w1) RO(wp)e/™1t dr,

y2(t) = ffjooo Hip) (w1 + w3)Hy(w1)Hy (w3) RO(w;)RO(w,)e/ (W1t @2t g7, dT,

Para nuestros fines, desde el punto de vista de obtener la solucion mediante software,
estas ecuaciones se expresaran como sumatorias.

y1 (D) = ?=1H(a))%eiwt+[-](_w)%e—1wt )

yZ(l) = ?:1 Z?:l Hl(z)(wl, +C()2) xOZHl(a)l) H1((U2)ei(w1+ wy)t (D)

SHORT TIME FOURIER TRANSFORMATION (STFT) DE “x” y de “y”

Usando la ecuacion (C) se obtiene la salida exacta del primer operador de Volterra, la cual esta
construida para que cambie su frecuencia natural 4 veces. Los valores a utilizar en dichos cambios
son 500, 750, 1000 y 300. La grafica de esta salida, denominada“y1”, se muestra a continuacion:
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SALIDA DEL PRIMER OPERADOR DE VOLTERRA
0.015 , ! , ,

0.01

0.005

y 1
(]

-0.005

0.0

0015 5 i i 5
tiernpo (seq)

Figura.- 21 Salida del primer operador de Volterra

Para determinar la transformada de tiempo corto de Fourier (TFTC), (véase apartado 2.3 del
capitulo 1l), de primer orden, tanto de la entrada como de la salida, se utilizara la ondicula
“Sombrero Mexicano” como funcién ventana, de la cual se hablé ya en el apartado 4.1.1 de este
capitulo 4, y cuyo diagrama de flujo es “Sombrero Mexicano” (ver el apéndice de diagramas).

Para ello es necesario primero seleccionar los valores mas adecuados para los parametros de la
ondicula “Sombrero Mexicano”, tanto en su centrado como en su ancho, es decir, adecuar a la
funcién ventana a utilizar en la TFTC, para abarcar el rango de datos adecuado sin tener pérdida
alguna de informacioén.

A prueba y error se determinan los valores de ancho de la ventana (sg) y salto de cada intervalo
(st) de acuerdo con los requerimientos de lo pretendido a analizar, siendo en este caso los mas
adecuados para la funcidn ventana “Sombrero Mexicano” a utilizar, los siguientes,

Sg=0.05

St = 200
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Se muestra a continuacion la grafica de la ondicula “Sombrero Mexicano” utilizada como ventana
en el presente trabajo parala TFTC pretendida.

1] 05 1 1:5 2 25
Figura.- 22 Ondicula “sombrero mexicano”

Con dicha ondicula como funciéon ventana se procede a determinar la transformada, que se
denominard “X1”, de la entrada “x”. En la grafica de contorno puede apreciarse que, conforme a la
entrada aleatoria de ruido blanco limitado “x”, la transformada es correcta, observandose esto en
las variaciones que la sefial “X1” muestra en sus amplitudes en la transformada realizada.
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Valor absoluto de la TFTC de la entrada del sistema
3500 R P T L R X P X PP T RSP P PLTRTTE: RRTTETRITIXEEPLT R rtrteresiesiniataniitiniitatataenen .

3000

2500

2000

1500

frecuencia (rad/sec

1000

500

0 05 1 1.5 2 25 3
tiempo (seq)

Figura.- 23 TFTC de la entrada al sistema

De igual forma, realizando la transformada de tiempo corto de Fourier de la salida “y1”, respectiva
a la ALE de primer orden, en su grafica de contorno se aprecian los cambios en los valores de
frecuencia seleccionados como se menciond al principio de este apartado, siendo mas intensa la
influencia en el valor de 500 el cual es la frecuencia seleccionada como la natural del sistema y
mostrando amplitudes menores de influencia en los otros valores de frecuencia seleccionados,
300, 750 y 1000.
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3500
3000
2500
2000

1500

frecuencia (rad/sec

1000

500

0 0.5 1 1.5 2 25 3
tiempo (seq)

Figura.- 24 TFTC de la primer ALE

La relacién entre la entrada y salida de un sistema, que es el cociente entre las transformadas
realizadas anteriormente, es denominada ratio.

El ratio es la funcidn de respuesta a la frecuencia (FRF) correspondiente a la ALE de primer orden
(en este caso), y que denota el cambio sufrido por la entrada, en la salida. La grafica de la FRF se
muestra a continuacion:
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1000 f
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0 05 1 1:5 2 25 3
tiernpo (seq)

Figura.- 25 FRFTC de la primer ALE

Previa presentacion de la salida “y1” del sistema, se puede notar que la FRF presenta
influencia en los valores de frecuencia seleccionados al inicio de este capitulo, es decir
para 500, 750, 1000 y 300, y por lo tanto la salida es correcta.

4.4.2.-Obteniendo la TFTC

La transformada de Fourier de tiempo corto podria definirse asi para el segundo orden,
F1(ay, a3, a3, by, bzéob& ggl: w3)
= f f B(as, ty — bz, t; — b3) f2(ty, t2)B(ay, ty
— b;;-_ifﬂfrfﬂ@(az, t, — by)e~i@2{t2=T gy dt,

Donde @(as, t; — b, t, — bg)es tan solo una definicion formal, ya que f,(t;, t,) solo tiene
significado fisico cuando t;es igual a t,. La funcion f,(t;,t;), en esta integral puede
expresarse como,
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F,(aq, a3, a3, by, by, bs, wy, w3)

= f f @(as, t; — b3, t; — b3)@(ay, t; — by)B(a,, t;

—bz)f fH1(z)(w1

+ w,)H; (wy)H, (wz)eiwz(tz— T2) plwy(t1— T1)dw1dw2 e "iwz(tz2—T2) p—iwy (t1- Tl)dtl dt,

Lo que degenera en simplemente,

F,(ay, az, a3, by, by, by, w1, w3) = No(aq, az, as, by, by, bs, w1, w3) X1 (w1) X1 (wz)
Al ser una senal de segundo orden, se puede recobrar la verdadera naturaleza de la seial.
Sin embargo , se pudo haber realizado la transformada de tiempo corto de Fourier de
primer orden,

Foabo)= [ 0 t-npE)e e

Este resultado es valido, pero debido a que en realidad el la sefial es de segundo orden,
entonces se hubiera obtenido una sefial funcion de la suma de dos frecuencias

TZ (a' b: w1 + (1)2) = f Q)(a, t— b)fz (tl)e_i(wl"'wz)(t—l' )dtl

De la misma manera se hubiera haber podido hacer una transformada tridimensional.
Aunque en este caso los resultados no serias verdaderos. Esto es debido a que la
naturaleza de la sefial no se conoce.

La definicion de la Transformada De Fourier de Tiempo Corto (TFTC)de manera
generalizada para cualquier orden entonces, puede definirse de la siguiente forma:

F.(ay,ay, .. .. Any1,b1, by . ... bpi1, W1, Wy, . ... Wy)

= J J j Q(an+1, tl _bn+1, tz _bn+1,....tn
—© —

— b)) fo(ty, ty, o t)0(ay, ty — be @i1ti=m)g(a,, t,
— by)e iw2lta=72) @(a,,t, — by)e w2tn= gt dt, ....dt,
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4.4.3- Obtencion de |la FRFTC de alto orden

DETERMINACION DE LA TRANSFORMADA CORTA DE FOURIER (TFTC) DE
SEGUNDO ORDEN

Dada la naturaleza de las ALES, la entrada a la ecuacidn lineal asociada de segun orden es
la salida anterior y1, elevada al cuadrado, tal y como se mostré anteriormente mediante
las ecuaciones (1a), (2a) y (3a), siendo esta ultima precisamente, la que muestra la
entrada cuadratica, es decir:

La entrada para el segundo operador de Volterra entonces, viene influenciada ya por la
FRF de primer orden, es decir, con variaciones en los valores de frecuencia antes
mencionados tal y como se muestra en la siguiente grafica:

« 10ENTRADA DEL SEGUNDO OPERADOR DE VOLTERRA

tiempo (seq)
Figura.- 26 Entrada del sequndo operador de Volterra
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Y de acuerdo a ésta sefial de entrada “x2”, la salida “y2” correspondiente es:

SALIDA DEL SEGUNDO OPERADOR DE VOLTERRA
DDB T T T T

0.05

tiernpo (seq)

Figura.- 27 Salida del sequndo operador de Volterra

Para obtener la TFTC de segundo orden, es necesaria la obtencién de H;correspondiente a
cada una de las frecuencias involucradas en este segundo orden, y de H,(,), ya que la

expresiéon para la salida de la ALE de segundo orden, como se establecié anteriormente,
es:

y2(t) = ff Hyey (0, + W) Hy (1) Hy (2) %0 (w1) %0 (wp) e/ @1+ @2t dr, dT,
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Obteniendo Hy, la cual es la misma para ambas frecuencias tenemos que:

x 10°

Figura.- 28 Salida de H,

3000

Y obteniendo H, () (ecuacion 11 del capitulo 1ll), el subindice “1” indica que la FRF es un
modelo lineal y el subindice “2” entre paréntesis es el orden armédnico de la entrada y

salida.

suma de dos frecuencias e entrada (seg)

x10*

FRF lineal para el ALE de segundo orden

N
T

-
[$)]
T

N
T

o
o
T

U

o

-1000 -500 0 500 1000
suma de dos frecuencias e entrada (seg)

Figura.- 29 FRF lineal de la sequnda ALE
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De igual forma que para la ALE de primer orden, el proceso para la ALE de segundo orden
es el mismo.

Mostradas en las figuras 4.7 y 4.8, la entrada “x2” y su respectiva salida “y2”, se
denomina “X2” a la transformada respectiva de la entrada “x2”, y en su grafica de
contorno se pueden observar los respectivos cambios de frecuenua en los valores ya
mencionados anteriormente

Valor absoluto de la TFTC de la entrada al ALE de SEGUNDO orden
3500 R R PP E TP P T TP PR E P TP RYTPRFTPRTE: RCRTTERTTPRTTRRTTE L TR T R PP P PR P TP P PR TR .

3000 |
2500
2000 ¢

1500

frecuencia (rad/sec)

1000

500

0 0.5 1 1.5 2 25 3
tiempo (seq)

Figura.- 30 TFTC de la entrada de segundo orden

De igual forma, al realizar la transformada corta de Fourier de la salida “y2”, la cual se
designa como “Y2”, en la gréafica de contorno se observan los cambios en la frecuencia
con valor de 500. Mientras en las frecuencias de los valores seleccionados la visidon es
poca, en el valor de 300 para la frecuencia es muy marcado.
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05 1 15 2 25 3
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Figura.- 31 TFTC del ale de sequndo orden

La relacién entrada/salida o ratio entre estas transformadas, que no es mas que la FRF
para la ALE de segundo orden sera:
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Figura.- 32 FRFTC ALE de segundo orden

La FRF de segundo orden, H,, determinada a partir de la ecuacion:

Heyy =+5—

gue es el radio o razén entre las respectivas transformadas de entrada y salida para cada
ale de “n” orden, en este caso, esta “influenciada” por un tp;y un tp,, correspondientes a
cada una de las H;(w;)H; (w,)como se muestra en la ecuacion (D) y por un tercertps, el
cual viene dado por Hj(wq,+w;). Asi mismo, estan involucrados las respectivas
frecuencias para cada una de las transformadas realizadas en el cociente, de tal manera
que, dado que tp; afecta a tp; y también estd multiplicado por tp,, la influencia de
tpy1por llamarlo de alguna forma en conjunto, afecta a tp;,y ambas afectan a tp3siendo
esto consecuencia de los 3 viajes realizados a lo largo de la ondicula “Sombrero Mexicano”
durante el proceso, dejando esto como consecuencia que el resultado de H,conste de 5
dimensiones, es decir, sea de esta forma pentadimensional.
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La forma de poder visualizar lo anterior es “desglosando” en partes correspondientes a
graficas de tp’s diferentes de H2, las cuales son correspondientes a las posibles
combinaciones entre ellos, asi por ejemplo, H252=H2(2,i,5,2,j) donde los nimeros son tp’s
y las literales son frecuencias.

H2444 = H2(4,i4 4.
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Figura.- 33 Zonas de influencia de H,

68



frecuencia "j"

frecuencia "j"

H2511 = H2(5,i1,1,))
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Figura.- 34 Zonas de influencia de H,

H2522 = H2(6.1,2.2})
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Figura.- 35 Zonas de influencia de H,
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frecuencia "j"

frecuencia "j"

H2533 = H2(5,i33)
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Figura.- 36 Zonas de influencia de H,

H2544 = H2(5,i4 4 ))
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Figura.- 37 Zonas de influencia de H,
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frecuencia "j"

frecuencia "j"

H2555 = H2{5,i55)
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Figura.- 38 Zonas de influencia de H,

H2BB5 = H2(5,i 6,5.)
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Figura.- 39 Zonas de influencia de H,
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H2B66 = H2(5,i 5 5 )

1000

800

800

700

600

500

frecuencia "j"

400

300

200

100

0 100 200 300 400 500 ®BOO 700 8OO 9S00 1000
frecuencia "i"

Figura.- 40 Zonas de influencia de H,.

La zona de influencia de H2 queda bien marcada como una diagonal que involucra las
combinaciones sefialadas de tp’s con las respectivas frecuencias. Esta es la FRF de
segundo orden.
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CAPITULO V

5. Trabajo experimental

5.1.-Descripcion del sistema RLC

De los modelos de Volterra, (Hammerstein, Wiener y Duffing), es el modelo Duffing
el Unico que maneja una retroalimentacion de la salida del sistema. Debido a la
retroalimentacion cubica del sistema RLC de estudio, serd este modelo, Duffing, el
utilizado para su analisis.

Funcion de transferencia y funcién de respuesta a la frecuencia de un circuito RLC
en serie.

La Figura 1 muestra un circuito serie, en el que se ha conectado una inductancia L, un
capacitor Cy resistencia R.

YV de entrada C) R v de salida

—

Figura.- 41 Circuito serie RLC.

De acuerdo con Morris y Senior (1994), el inductor es un elemento pasivo capaz de
almacenar una cantidad limitada de energia en forma de campo magnético; al ser un
inductor de alambre, tiene la propiedad de resistencia ademas de la inductancia. Cuando
una corriente variante en el tiempo fluye en un inductor, se produce un flujo magnético,
el cual se altera, lo que produce una f.e.m. en el inductor dada por:

v,=L %L en Voltios (5.1)
Integrando la ecuacién (5.1),
[v, dt==1Li,
Se tiene que,
if%f v, dt en Amperes (5.2)
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Hayt, Kemmerly y Durbin (2007), manifiestan que la Ley de Ohm establece que el voltaje
entre los extremos de materiales conductores es directamente proporcional a la corriente
que fluye a través del material, o

Vg = Rigen Voltios (5.3)

Donde la constante de proporcionalidad R recibe el nombre de resistencia; en términos
de corriente se tiene que,

ip = %Ren Amperes (5.4)

Un capacitor almacena energia en el campo eléctrico que se encuentra entre sus placas, el
cambio en la carga dq coulombs, almacenada en un capacitor es

dg =Cdv (5.5)

Donde C es la capacitancia en Farads (F) del capacitor, y dv es el cambio en el voltaje
entre las placas del mismo y el voltaje es, de acuerdo con Bolton (2001),

ve==[icdt (5.6)
Derivando la expresién ( 5.6 ) queda,
ave _1;
a ¢
Se obtiene,
ic=C=E (5.7)

La Tabla 1 resume las formulas para calcular el voltaje o la corriente eléctrica en
cualquiera de los tres elementos del circuito RLC.

Tablal. Compendio de férmulas.

Variable fisica Voltaje [V] Corriente [A]
Resistencia eléctrica Vg = Rig . _Ur
ig =
R

Capacitor 1 - _ dvc

P ve=zJicdt ic=C—

di o1

Inductor v =Lk =7 fv,dt
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Obtencion de la funcion de transferencia del circuito serie RLC, considerando al Voltaje

de fuente como entrada y el voltaje en la resistencia como salida.

La Figura 2 exhibe el circuito serie RLC anterior asignando un voltaje de salida en la

resistencia R

vV de entrada () R Ve

Figura.- 42 Voltaje de salida en la resistencia.

La ecuacién general es entonces:
di .1, .
v=L— +RLl+Efldt+Rl

De acuerdo con Roca (2002),

VR | di_ldUR_
R '’ dt R dt '

[idt=—[vgadt

Sustituyendo en la ecuacién general (5.8 ),

1 dvg(t) @ 11
v(t) = L ”;t +RL”RR + == [ vp(t) dt +vg(t)

Obteniendo la transformada de Laplace y simplificando,
L s) 1
V(s)= =S Vr(s) +R;, % + KVR(S)'I' Vr(s)

L R 1
V()=Va(s) [£ s+t +——+1

LC s?+Ry, ¢ s+1+ RC s]
RCs

V(s)=Va(s) |

LC s?>+Ry, ¢ s+ RC s+1]
RCs

V($)=Va(s) |

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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Obteniendo la funcién de transferencia,

VR(s)_ RCs
V(s)  LCs2+Rpcs+RCs+1

y dividiendo entre LC

RCs

VR(S)_ LC
- Rpcs RCs 1
V(s 247°L fes. 1
&) s+t

Rs

VR(s)_ T
- R;ps Rs 1
V(s 2,8LS RS, 2
) s2+ T e

Rs

VR(s)_ T
= R +R\_ 1
V(s 2 ( L ) 1
()  s2+s — )+ic

Eliminando la parte real de la variable s de la funcidn de transferencia se obtiene la
expresion de la funcion de respuesta a la frecuencia (FRF):

R .

T lw
H(iw)= : 5.11
e .

En esta expresion (5.11) se dividid por conveniencia entre LC.

Los valores utilizados en el modelo son:
R =1.77 kQ

C=11.72 uF

L =0.767 H

R, =460 Q

Sustituyendo estos valores en la FRF del sistema, se tiene que

2311.603651 iw
—w?2+2911.342894 iw+111244.11

H(iw) =

(5.12)
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La frecuencia natural del circuito es

wn |= [333.532771|rad/s 53.08326513 | Hz

La tarjeta de adquisicion maneja hasta 10 V de entrada o salida como maximo, por lo que
se manejo una sefial de entrada compuesta de 3 senoidales con los valores siguientes:

Seflal 1=5V a 10 Hz
Seflal 2= 3V a 50 Hz

Seflal 3=2V a 80 Hz

Célculo del error entre las sefiales de salida

Y
k.

2311.603851s
g ¥
5<+2911.2428845+111244.11

To Workspace1

Wn =53 HZ Transfer Fen1

5V 10 Hz

oooo
feled

2311.603851s

52+2911.3428545+111244.11
Signal To Workspace2

Generator

Transfer Fen

3V 50 Hz
oooo
fede]
A

Signal
Generator1 Fen2

Gain
2V80Hz

To Workspace4

oooo
feled

Signal

Generator2

Figura.- 43 Simulacion del sistema y sus respectivas FRF para la determinacion del error

Se ensayaron varias ganancias hasta obtener una en la cual, el error debido a la no
linealidad, sea como maximo del 5%, lo cual se obtuvo de una ganancia igual a 0.003
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o _
error = M x 100

a(ys)

error = 5.1259

Amplitud

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura.- 44 Error entre la sefial lineal y la misma sefal no lineal

Para el circuito eléctrico, el cual contendra elementos lineales y no lineales
variantes en el tiempo, se tiene ya la ecuacién que lo rige de acuerdo a la primera ley de
Kirchoff, siendo este modelo para un sistema LINEAL.

di 1. .
v=L— +=[idt+Ri

dt ¢
Con la no linealidad involucrada el modelo es el siguiente:

C[C(CO‘ i i VWWV

L C Ry

@ |

AMMA

Figura.- 45 Circuito con retroalimentacion afiadida



La retroalimentacidon en serie se encuentra sumada entonces a la ecuacion del
modelo y a partir de él se aplica la serie de Volterra para determinar las Ecuaciones
Lineales Asociadas.

V=i(RL+R)+LZ—i+%fidt+KVR3 (5.13)

Expresando en términos de la salida de voltaje en la resistencia tenemos:

Vi Ldvy 1 X
V=R AR+ z— ﬁfVRdt + KVq

RL+R
R

V= Vi (*£5)+ £Vg+ —Vi + 3KV;*Vz MODELO NO LINEAL DEL SISTEMA (5.14)

Es en este modelo no lineal a partir de cual se determinaran las ecuaciones lineales (ALES)
asociadas al mismo. Expresando las sumatorias de Volterra correspondientes

= > Vet (BB S et > v+ 36 (Y vi) (O Vi)

Desarrollando las sumatorias y considerando 5 operadores para la serie de Volterra,
buscando precisamente obtener hasta la ALE de quinto orden, tenemos que

L R, +R
V= E(VR1+ Vro + Vgs + Vpsa + VR5)+ ( L

+ Vra + Vrs) +3K(Vgy + Vgp + Vgz + Vga + VRS)Z(Vi?l + Vig+ Vas+ Ve + VI.QS)

. . . . . 1
)(Vm + Vrot+ Vs + Vea t+ VRS) + R (Vg1 + Vgp + Vis

Realizando la elevacidn al cuadrado del polinomio

(Ver + Vi + Ves + Vea + Vgs)? = Vei® + Vi + Vis® 4+ Vra® + Vis™+ 2Vii Viy +
2VR1VRrs + 2VR1 Vs + 2VR1 Vs + 2VRo Vs + 2ViRoVrat 2V Vs + 2VR3 Vs + 2VR3Vies + 2ViR4Vis

De todos estos términos consideramos aquellos que son de un orden 4° como maximo, ya
gue al multiplicar por el paréntesis siguiente nos daran términos de 5° orden, entonces:

(Va1 + Ve + Vs + Vg + Vis)? = Vri® + Vio? + 2Vra Vo + 2V Vis

Multiplicando ahora, y considerando solo los productos resultantes de orden 5° o
menores, tenemos que:

(Va1 + Viy® + 2Vgq Vo + 2VgqVis) (V}‘n + Vro+ Ve + Vea+ V1.e5) = Va1 ’Vr1 + Vr1Vie
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L e Ry.+R . 1 g
=Vrs + ( LR )VR3 + ZVr3 = —3K Vg1 ?Vg,ALE de tercer orden

- (. L - . . R .
Para eliminar el término = multiplicamos a toda la ale por el término 7 obteniéndose lo

siguiente:

. (RL+Ry . 1 R,
Virs + (T) Vrs + HVR3 = _3KZVR1 Vr1

Si consideramos que Vi;> = 3Vg,°Vi4, Nnecesitamos introducir un término Y de esta

manera, la ecuacién no se altera y se puede reescribir la ale de tercer orden como sigue:

. R, +R\_.
VR3 + (—) VR3 +

1 R 20
L —— Vg3 = _BKZVRl Vr1

CL

. (RL+Ry . 1 R -,
Vrs + (T) Vrs + EVR3 = _KZVRl

De igual forma se procede para el calculo de la ALE de quinto orden considerando a los
términos correspondientes, y tenemos que las ALEs de primero, tercero y quinto orden
son:

Lo RL+RY - 1 - ,

=Vi1 + ( " )VR1 + —=Vr1 =V ALE de primer orden (5.15)
Lo RLRY |, 1 -

=Vas + ( - )VR3 + Vhs = —3KVg,*Vg, ALE de tercer orden (5.16)
ZVis + (PE5) Vis + o= Vis = —3kVZiVis — 6kVa1VraVrs Ale de quinto orden  (5.17)

Cada una de las ALES asociadas, representa a un determinado orden armédnico y de
esta forma se observara qué ordenes armoénicos estan involucrados (o existen) en el
sistema de acuerdo al modelo.

Se buscara la TFTC para cada una de las ecuaciones lineales asociadas para buscar
asi obtener una TFTC de varios grados de libertad al realizar el ensamble de todas las ALES
del sistema variante en el tiempo.
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5.2.-Introduccion de la no linealidad para generar un sistema
Oscilador Duffing.

Se disefid y construyo un circuito con multiplicadores analdgicos y amplificadores
operacionales con el fin de retroalimentar al circuito una sefial cubica, lo cual permitird
que el sistema sea no lineal para su estudio.

El circuito multiplicador se muestra en la siguiente figura:

Figura.- 46 Diagrama de bloques del circuito multiplicador

2311 6032651=

- w3
242011 342809+ 1112449 11
To Wotspace]

Transter Fon

Fain Fon2

Figura.- 47 Diagrama de la FRF del sistema no lineal en donde se muestra la retroalimentacion

Fisicamente se construyé dicho bloque de retroalimentacién como se muestra

Figura.- 48 Construccion fisica de la no linealidad del sistema
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5.3.- descripcidn del sistema electrdénico

Se construyd un circuito eléctrico Resistencia-Inductor-Capacitor (RLC) en serie
que serd utilizado como el sistema de estudio. El circuito RLC estara constituido por
diversas resistencias y capacitores de diferentes valores de capacidad a fin de hacer
variable el circuito.

Cabe mencionar que la variabilidad del sistema en el tiempo se ejecutara mediante la
activacion-desactivacién de switches conectados a los diferentes valores resistivos y
capacitivos del circuito a fin de identificar los cambios en los parametros medidos en cada
caso.

Fisicamente el circuito RLC se muestra en la figura siguiente, en la cual se logran apreciar
los switches en color azul, los capacitores, el elemento inductivo utilizado y las diversas
resistencias:

Figura.- 49 Circuito eléctrico RLC

Se tomardn valores de voltaje en el circuito y sus elementos tales como voltaje de
entrada (a diferentes valores y frecuencias), voltaje pico a pico, etc., para construir una
tabla de datos que posteriormente serdn comparados (analizados) con respecto a lo
obtenido en simulacién mediante simulink en el software MATLAB.
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Figura.- 50 Vista superior del circuito RLC

El circuito RLC utilizado para el presente trabajo, a partir del cual se considera la sefial de
voltaje de salida de sus resistenciasconsta de un arreglo de resistencias de diversos
valores conectadas a un switch, al igual que diversos capacitores de diferentes valores de
capacidad y una bobina (inductancia) de un valor fijo asociado a una resistencia interna de
la misma.El comportamiendo del circuito es lineal, es decir, que cumple con las
condicionantes de proporcionalidad y superposicion.

Se afiadio el bloque de la no linealidad descrito en el apartado 5.2 de este capitulo y con
ello el sistema ahora es No lineal.

5.4.- Introduccion de la variacion de los parametros del sistema en el
tiempo

Todos los sistemas son variantes en el tiempo. Bajo ciertas condicionantes, se le puede
considerar a un sistema como Invariante en el tiempo. Un sistema es variante en el
tiempo cuando sus parametros de operacion varian conforme el tiempo avanza.

La variacion de las frecuencias de operacién en el sistema, son simuladas mediante
programacion en el software MATLAB.
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Para la simulacion se considero la variacion del valor de la capacitancia del cirtuito, lo cual
hace que, en la expresion de la FRF correspondiente al modelo Duffing que representa al

circuito electrico, el valor del ultimo término o se modifique, y con este cambio de valor

en la capacitancia “C”, el valor de la frecuencia natural, determinada a partir de

1
w, = E

se vea modificado, simulandose asi la variacion de los parametros del sistema con el
tiempo.

Asi, la entrada “x” al sistema es simulada mediante un generador de sefiales, en este caso,
una sefial aleatoria de ruido blanco con una amplitud de 60 y una frecuencia de 100 Hz:

Entrada "x" al sistema

T T T T

Amplitud

o0 o005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
tiempo (seq)

Figura.- 51 Entrada al sistema “x”
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Siendo la salida “y” del primer operador de Volterra la siguiente, observandosé en ella la
variacion de las frecuencias de salida.

Salida "y" del primer operador de Volterra
50 T T T T T T T T T

40 .
30 ;
20
10 |
|

-10

1

1 1 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

1 1 1

tiempo (seq)

Figura.- 52 Salida del primer operador

Realizando la TFTCde la entrada “x”, se puede apreciar el cambio en las tonalidades,
siendo esto sefal de la variacion de la entrada debido a la transformada
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Yalor absoluto de la TFTC de la entrada del sistema
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0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
frecuencia (rad/sec)

0.05

Figura.- 53 TFTC de la entrada al sistema

Al igual que el proceso descrito en el capitulo IV, se debe determinar el ratio para la
obtencion de la correspondiente FRF de primer orden, correspondiente a la ALE de primer
orden. Para ello, es necesario, aparte de contar con la transformada “X1”, determinar la
transformada respectiva de la salida de la ALE de primer orden es decir, la transformada
“Y1” de la salida “y”:
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“alor absoluto de la FRFTC del ALE de prlmer orden

0.4

[y ]

’ I “ "

0.4 V

0 2000 4000 BUDD BDDD 1 DUDD 1 ZDDD 1 4000
frecuencia (rad/seq)

Figura.- 54 FRFTC de la Ale de primer orden

El ratio, esta vez, entre las transformadas de los valores simulados se presenta en la

grafica siguiente:
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Figura.- 55 Ratio entre transformadas Salida/entrada

Esta es la FRF de primer orden.

Para la ALE de segundo orden, la entrada “x,” estd determinada a partir de la entrada
“y,” elevada al cuadrado como se menciond anteriormente:

)
X2 =1

La entrada para el segundo operador de Volterra entonces, viene influenciada ya por la
FRF de primer orden, observandose su grafica como sigue:
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ENTRADA DEL SEGUNDO OPERADOR DE YOLTERRA
1800 T T T T T T T T T

1600

1400

1200

K2

1000 ”
800 ‘
600 |

400 '

200
“Ih“llw AR L 00 AR ;..,hl LA uldbu

0.05 0.15 0.2 0.25 035 0.45
tiempo (segj

Figura.- 56 Entrada del sequndo operador de Volterra

Y su correspondiente salida afectada por la FRF de segundo orden es:

Salida del segundo operador de Yolterra
3 T T T T T T T T T

0.5

3F

_4 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 oos 01 015 02 02 03 035 04 045

tiempo (seq)

Figura.- 57 Salida del segundo operador de Volterra
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CAPITULO VI

6. Conclusiones.

Conclusiones y recomendaciones

Las ecuaciones lineales asociadas al modelo matematico que representa a un sistema, son
por naturaleza modelos lineales. Para sistemas de primer orden, la ALE asociada a dicho
orden determina la FRF, la cual esta en funcién del impulso unitario.

Los Kernels de orden superior estdn relacionados con la funcién de respuesta al impulso
unitario de la ALE de orden correspondiente a través de una convolucién de la funcién de
respuesta al impulso unitario con los correspondientes kernel de bajo orden que produce
la entrada de orden n. Solo se requiere una sola convolucién no importando el orden del
kernel que se trate.

Asi, para realizar la transformada de tiempo corto de Fourier es necesaria la introduccion
de una funcién ventana que vaya “barriendo” a la sefial a analizar, para ordenes mayores
al primero es necesario incrementar el nimero de ventanas en igual niumero al orden del
cual se trate.

De acuerdo a la planeacion y metodologia utilizada para el presente trabajo, y dado que
los sistemas de Volterra son de 3 tipos, el tiempo no fue el suficiente para lograr los
objetivos planteados en cada uno de estos 3 modelos (lo cual seria lo ideal), sin embargo
el trabajo realizado cumple en cada uno de los objetivos de forma exclusiva para el
modelo Duffing.

De igual forma, el trabajo de programacion de operadores para el software MATLAB, el
cual realiza sus calculos para una sola dimensién, fue muy extenso y, debido a que parte
fundamental de esta tesis era conseguir la operacién de la transformada corta de Fourier
en “n” dimensiones, el consumo de tiempo horas-hombre, impidié por el momento poder
realizar calculos y pruebas para los otros dos modelos de Volterra, sin embargo se expone
aqui gran parte de lo logrado con el fin de que el presente trabajo pueda ser motivo de
seguimiento y utilidad para aquellos que gusten tener bases para lograr el trabajo en “n”
dimensiones en los otros modelos de Volterra.

Dado que las FRF’s de alto orden, se ven influenciadas por los érdenes menores a ellas, los
tp’s empleados para cada una de las ventanas utilizadas en las respectivas transformadas
influyen de igual forma en dichas FRF’s. Es por ello que para la determinacién de
operadores de orden mayor al primero, las posibles combinaciones de los tp’s empleados
influyen unos con otros, dando como consecuencia un nimero “n-ésimo” de dimensiones
en los resultados.
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Debido a la multidimensionalidad de los resultados, la presentacién de éstos en forma
grafica se debe de efectuar de forma “desglosada”, presentandose relaciones de tp’s uno
a uno de tal forma que las graficas en su conjunto, representan a todos los tp’s
involucrados en el resultado.

De forma general, y siguiendo la légica presentada en los resultados obtenidos para H2, se
observa que H3, la cual estda en funcidon de 2y,y,, utilizaria 5 ventanas, las tres
correspondientes a y,, la correspondiente a y; y, como en H3 influyen ordenes menores,
también la correspondiente a hy ;).

De acuerdo a la teoria desarrollada, asi como la programacion efectuada para su
realizacion, los datos experimentales fueron efectivamente trabajados de forma que los
resultados obtenidos son justo los pretendidos.

Se recomienda tomar como base el trabajo realizado en el presente documento, para
lograr los objetivos planteados en los modelos Hammerstein y Wienner de Volterra.

Es también recomendable, considerar el aplicar los resultados obtenidos en el presente
trabajo, efectuados mediante un circuito eléctrico RLC, a otro tipo de sistemas mecanicos,
electronicos, etc, y comparar los resultados obtenidos con los aqui expuestos, ya que,
dada una sefial, es posible realizar la transformada de tiempo corto de Fourier de
cualquier orden.
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APENDICE I.-Diagramas de flujo
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FIN

nk=min(b)

F

Il
—
=

F A

Ha(i,k)=Y 1(i.k)/X1(i.k)

Cociente de transformadas (Ratio)
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a=n/2+1

p=p+

Had(q k) =

Hg2 (q, 2+p)

h

Hod(q.k.))=Hg2(q, p-1)

Diagonales de influencia del operador de Sequndo orden
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im=sqrt(-1)

K\
—

=0

F 3

y()=0
x(1)=0
=1
j=2
* h 4
FIN i=3 j=4
v v
v
k=1:n <

y(i)=Ha( k)*R(k)/2*exp(im*w1(k)*t(i)+ Hb(j,k)*R(k)/2*exp(im*w2(K)*t(i)+y(i)

X(1)=R(k)/2*exp(im™w1 (k) t(i))+R(k) 2" exp(im*w2 (K)*t{i))+x(i)

Obtencion de entrada y salida con
Modificacion de frecuencia y tiempo
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n=maxisize(w2))

Y

Im=sqrt(-1)

ro=0.001

h 4

wn [500 750 1000 300]

FIN )< j=1:4 <
¥
k=1n <
Ha(j k) = 1/{(-~w1{k)"*2+2*ro*im*wn(j)*w1({k)}+wn(j)"2
Hb(j k) = 1/{(-w2{k)"2+2*ro*im*wn(j)*w2(k)}+wn(j)"2

Modificacion de frecuencias
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im=sqrt(-1)

l

nw=max(size(wn))

|

<, ”[“>

l

H1(j k)=1/(wn(j)*2-w3(k)*2+2*RO(K)*im*wn(j)*w3(k))

Operador de primer orden
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im=sqrt(-1)

i=1:n <
i<m(1) nNe
Si
i<m(1) Neg
Si
=1
Text
i-9
=3 j=4
y2(i)=0
k1=1:n <
k2=1:n <
y2(i) =H12(j,k1,k2)*R0O(k1)*RO(k2)*H1(},k1)*"H1(j,k2)"exp(im™*(w3(k1)+w3(k2))*t(i))+y2(i)

Salida de Segundo orden
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A

< -

. k=tn <

H12(,ik)= c/(wn(j)* 2+ 2% ro™wn(j ) im™* (w3 (i w3())-(w3(i)+w3(]))"2

Salida de H12
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FIN

im=sqrt(-1)

np=max(size(tp))

l

XS=zeros(np.np.n.n)

l

HZ2=zeros(no.n.n.no.np)

q=1:np i

I=1:np «
w

=1n «

XS(iL,k,j,I) = Hg(.i)y"Hg(l,k)

H2(q.j,l.i.k) = Had(q.j,*XS(i,k.j.1)
|

Salida de H2

102



wmin=2*pi/max(t)

h 4

wmax=2"pi / dt

h 4

w=linspace(wmin,wmax,n)

l

[s,tp]=mexicanhat(sg, st dt,t.n)

size(s(:,1))

v

Size(y2")

h 4

YL=fft(s(-i) *y2)

TFTC
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wa(n+)) = wi(j)

I

Vector de frecuencias
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APENDICE II.-Nomenclatura
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Simbolo Representa
Fo) Function Delta de Dirac
o0 infinito
A Incremento
T Valor constante 3.1416
T Determinadoinstante de tiempo
W Frecuencia
t Tiempo
H Operador de Volterra
H, Operador de orden “n”
[-[1(2) Operador de orden 1 dependiente de 2 frecuencias
(0] Unidad de medidaresistiva
y Primeraderivada
3‘} Segundaderivada
dt Diferencial de tiempo
F Transformada de Fourier
z Sumatoria
e Funcidnexponencial
h Funciénimpulsounitario
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Simbolo

Representa

Factor de amortiguamiento

Funcidnventana

Sen Funciéntrigonométricaseno
T Periodo de la funcién
Wy, Frecuencia Natural
R Resistencia electrica
R; Resistencia asociada a la inductancia
Inductancia
C Capacitancia
[ Corriente
V Voltaje
K Ganancia de retroalimentacion
Wy Ondicula
n frf en funcion del tiempo
U Media
o Varianza
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